Chapitre 4

Une logique spatio-temporelle

Close your eyes for a moment, turn around to look at something e se and the thing
that was before you is suddenly gone. Nothing lasts, you see, not even the thoughts
insideyou. And you mustn’t waste your timelooking for it. Once a thing isgone, that
istheend of it.

Paul Auster, In the country of last things.

Nous alonsétudier dans ce chapitre les problémes conjointsdu temps et de |’ espace, apres avoir vu
les travaux effectués séparément sur ces deux composantes du sens commun. Quand on considere le
mouvement, on peut se demander dans quelle mesure on peut se contenter de regrouper ces travaux
spatiaux et temporels. Classiquement |e mouvement est en effet la combinaison d’ une représentation
spatiale et d'une fonction du temps vers I’ espace. On a vu aussi que certains auteurs préconisent un
traitement global, quitte a dériver les notions d’ espace et de temps a posteriori. Cela pose évidemment
des problémes de nature ontologique pour la représentation. Le choix des relations a formaliser est
également une question centrale. Nous alons voir ici quel ques tentatives dans ce sens, dans un cadre
qualitatif, ainsi queleurslimites. Nous verrons ensuite quel s sont les enjeux liésau choix de primitives
spatio-temporelles pour représenter |e mouvement. Nous proposeronsal ors une théorie dével oppée sur
une base spatio-temporelle pour dépasser certaines limites des travaux existants; nous finirons alors
sur I’ éude des modél es de cette théorie.

4.1 Représentation du mouvement sur une base qualitative

Nous alons dans un premier temps voir les rares tentatives de modéliser |le mouvement et le change-
ment spatial en prenant comme outils de base des théories “qualitatives’ de |’ espace au sens ou nous
I’ avons présenté dans |e chapitre précédent. Lestravaux de Galton, présentés dans |a section suivante,
ont considéré essentiellement le changement de nature topologique, alors que les travaux présentés
section 4.1.2 ont défini un vocabulaire qui prend en compte alafoislatopologieet I’ orientation.

4.1.1 Lemouvement qualitatif dansune approche a base derégions

Lapremiéeretentativedeconsidérer lemouvement d’ un point devuequalitatif dansle cadre desthéories
de I’ espace a base de régions est due a Galton (Galton, 1993), qui y avu une occasion de défendre ses
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vues sur unethéorieplusgénérale dutempset del’ action, tellequ’il I’ avait déadéfendue dans (Gal ton,
1990). Il se base sur une topologie de régions qualitative inspirée de RCC8 ol les régions sont des
entités primitives et ou les relations que I’ on peut exprimer sur ces régions sont toutes dérivées de la
notion de connexion, et sont au nombre de huit, que nousrappel ons briévement : DC (non connexion),
EC (contact, i.e. connexion externe), PO (recouvrement partiel), TPP (partie propre tangentiell€), son
inverse, NTPP (partie propre non tangentielle) et son inverse, et enfin EQ (égalité de deux régions
de I’ espace). Dans cette approche I’ espace est distinct des objets matériels qui |’ occupent, ainsi les
relations portent entre des positions occupées par des objets (on retrouve la une distinction classique
liée al’ existence d’ un espace absolu), par exemple:

DC(pos(objety), pos(objety)) ou TPP(region;, pos(objets))

expriment desrelationsentre |l es régions occupées dans |’ espace par deux objets, ou entre une région et
lapositiond’un objet. Il y adonc untypage de lathéorie entre régions et objets, mis en correspondance
par lafonction pos. Sans reprendre |’ axiomatique de RCC, Galton considere que les régions sont des
régionsfermés, et laseulepropriétéexplicitequ’il reprend est lefait queles 8 rel ations sont exhaustives
et incompatiblesentre elles.

Galton combine cette théorie spatia e avec une théorie temporelle, inspirée des formalismes de modé-
lisation de |’ action, plus directement de lathéorie de |’ action et du temps de (Allen, 1984). Ses carac-
téristiques sont les suivantes: les entités primitives de Galton sont des instants et des intervalles, et il
remplace en conséguence le prédicat holds qui exprimait la vérité d’ une proposition sur un intervalle
par lestrois prédicats suivants:

holds_on(DC (pos(b), r1), t) exprime que les deux régions pos(b) et r; sont séparées pendant tout
I"intervalle:.

holds_at(DC (pos(b), 1), t) exprime que les deux régions sont séparées al’instant t.

holds_in(DC'(pos(b), 1), ¢) exprime que les deux régions sont séparées & au moins un instant qui
estincident al’intervallei.

De pluslesrelationssuivantes peuvent exister entreinstantset intervalles: Div(t, ¢) exprimequel’ins-
tant ¢ estincident al’intervalle:; begin(t,¢) et end(t, ¢) expriment respectivement que ¢ commence
(respectivement finit) I'intervalle:. On désignede pluspar sup(¢) et «n f(7) lesinstants correspondant
au début ou alafin d'unintervalle i. On désigne enfin par (¢,¢') I'intervalle commencé par t et fini
par t' (lesintervalles doivent ére interprétés comme n’incluant par leur début et leur fin). Larelation
d ordre temporel est désignée par <.

On peut alors exprimer assez simplement des événements de mouvement avec ce vocabulaire; un évé-
nement est différent d’un état en ce qu’il N’ est pas temporairement homogeéne et il faut pour exprimer
“|” apparition” d’ un événement utiliser dansle Calcul d’ Intervallesleprédicat O ccurs qui est subdivisé
par Galton de fagcon analogue a holds_on en occurs_on, occurs_at et occurs_in. occurs_on exprime
que I’ événement prend la durée de I'intervalle, et occurs_at que I’ événement est instantané et alieu
“@ uninstant. On peut définir les mouvements suivant plusieurs optiques combinant objet ou régions.
Ainsi on peut définir par exemple un événement de mise en contact de deux objets! (mouvement pu-
rement relatif) :

occurs_at(contact(by, by),t) = holds_at(EC (pos(by), pos(by), ) A
3t’holds_on(DC (pos(by), pos(by)), (', 1))

1. Nous adaptons|la notation de Galton pour |’ harmonisation de I’ exposé.
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On peut aussi définir le mouvement d’ un obj et par rapport aunerégion (mouvement relatif mélangeant
des entités ontol ogiquement différentes, un objet et une région) :

occurs_on(enter(b,r),7) = holds_at(EC (pos(b),r),inf(i)) A
holds_at(7 PP(pos(b), r), sup(z)) A holds_on(PO(pos(b),r),?)

Un exemple de mouvement défini defagon “absolue’ (passage d’ une position aune autre position) est
donné dans |’ exemple suivant::

occurs_on(move(b, r1,73),1) = holds_at(T PP(pos(b),r1),inf(i)) A
holds_at(7T PP(pos(b), r3), sup(i)) A
=holds_in(T'PP(pos(b), r1),1) A

=holds_in(T'PP(pos(b), r3), t)

D’ autre part, Galton définit aussi des mouvementsimpliquant des points spatiaux par rapport a desré-
gions. Ces définitionsdu mouvement sont d’ abord un test du pouvoir expressif delathéorie qualitative
utilisée, car I’ axiomatisation de RCC n’est pas utilisée et on ne sait pas comment |es gjouts qui y sont
fait changent la théorie. Cependant I’ objectif central du travail de Galton est I’ éude de la continuité
du mouvement et de ce qu’ elleimpliquedansuntel cadre au niveau destransitionset des mouvements
acceptables; nousreviendrons sur cette question particuliereau chapitre 5, mai s on peut dganoter que
c'est un premier pas vers une caractérisation logique des mouvements intuitivement acceptables. On
voit quand méme déja a ce stade que I’ on peut faire des distinctionsintéressantes du changement sur
une base topologique essentiellement. || n'y a pas par contre de caractérisation exhaustive de tous les
mouvements qu’ on peut souhaiter représenter mais seulement un échantillon. On peut noter aussi que
la séparation des aspects spatiaux et temporels exige une caractérisation de chaque état traversé lors
d’un mouvement, ce qui peut étre dans certains cas assez lourd. Cetravail acependant longtempsétéla
seule tentative d’ une théorie proprement qualitative du mouvement, et a beaucoup influencé certaines
positions que nous adoptons par la suite.

4.1.2 Uneapproche combinant topologie et orientation des régions

Montrant aquel point les concepts qualitatifsabordés d’ un point de vue théoriquepar I’ [.A. sont perti-
nents dans une grande variété d’ applications pratiques, certains auteurs ont utilisé les relations spa-
tiales topologiques et d orientation dans le domaine des bases de données multimedia. Li, Oszu &
Szafron (Li et al., 1996; Li et al., 1997) utilisent en effet les 8 relations topol ogiques de Egenhofer
(Egenhofer et Franzosa, 1991), similaires aux relations RCC82 ainsi que certaines relations d’ orien-
tation entre régions pour indexer des ségquences vidéo et représenter le mouvement dans des docu-
ments multimedia. Les relations d’ orientations sont définies entre objets par projection a partir des
relations de Allen suivant les deux axes d’ une image vidéo, a la suite de (Mukerjee et Joe, 1990;
Mukerjee, 1989), mais les auteurs ne gardent que certaines relations qu'ils jugent pertinentes, sans
donner plusderaisons. Celles-ci sont les directionscardinales Nord, Sud, Est, Ouest et les 4 directions
intermédiaires (le Nord correspond en fait aladirection verticale vers le haut de I’image), auxquelles
S gjoutent les relations étre au-dessus/agauche/a droite/au-dessous, définies par des demi-plans a par-
tir des objets mis en relations. Par exemple larelation “LT” (to the left of) est définie par |e fait que
larelation (meets Vv before) relie les composantes suivant I’ axe horizontal des deux objets mis en

2. Ladifférence majeure étant qu’ elles portent uniquement sur des régions convexesde I’ espace.



4.1. REPRESENTATION DU MOUVEMENT SUR UNE BASE QUALITATIVE

relation. Les relations topol ogiques sont égal ement définies par projection sur les axes et ne peuvent
donc distinguer que des relation portant sur des rectangles alignés avec les axes. Deux sortes de mou-
vement sont exprimés a partir de ces relations. D’ une part latrgjectoire d’ un objet seul, exprimée par
une séguence de déplacements a partir d’ une positioninitiale a un instant donné, chague déplacement
étant exprimé par une direction de déplacement entre deux instants de la séquence. D’ autre part, les
auteurs représentent des mouvements rel atifs de deux régions par une séquence de paires de relations
(relation topologique, orientation relative) dont uneillustration est reproduitefigure 4.1. Lesrelations
DJ, LT, TC, OL, Null, RT correspondent aux relationsis disjoint from, to the I eft of, touches, overlaps,
no relation, to the right of. D’ un point de vue théorique, ces auteurs prennent des relations similaires

DJ LT TCLT OL,Null TCLT DJLT

FiIG. 4.1 - Exemple de mouvement relatif et sa description

aRCC8 plus deux systemes de relations étudiés par Hernandez (les 8 directions cardinales et les 4 di-
rections haut, bas, gauche, droite) sans utiliser lesliensqui existent entre cesrelations, qui ne sont pas
exclusives, et en considérant |’ orientation comme un raffinement des rel ations de non connexion ou de
connexion externe uniquement. En fait plusieurs associations de rel ationstopol ogiqueet d’ orientation
peuvent correspondre & une méme configuration spatiae. La sémantique de ces relations n’ étant pas
utilisée on peut se demander comment on peut indexer des séguences de fagon cohérente. De ce point
devueil aurait sans doute &é plusrationnel d’ utiliser le modéle complet de Mukerjee et Joeou laver-
sion récente qu’en ont donné (Balbiani et al., 1998), méme si le nombre & evé de relations possibles
entre rectangles a dil en dissuader les auteurs. |1 aurait sans doute été judicieux alors d’isoler de fagcon
moins arbitraire un sous-ensembl e pertinent de ces relations pour le traitement visé par les auteurs. On
touche la également lalimite de cet ensemble de relations pour représenter le mouvement, car les re-
lations possibles sont a lafois trés nombreuses et peu flexibles: une petite variation le long d’un axe
de projection suffit a changer de relation (passer de Nord a Nord-ouest par exemple) aors qu’aucun
mécanisme inférentiel nevient préciser les“voisinages’ derelations. On retombe sur certainsinconvé-
nients desthéoriesqui discrétisent un ensemble de val eurs continu pour raisonner defagon qualitative.
Il est alors difficile de rapprocher des mouvements d’ objets qui se ressemblent mais différent un peu.
De plusil n'y a pas de contraintes exprimant que les transitions d’ un état & un autre ne sont pas arbi-
traires, par exemplelefait pour deux régionsque pour se recouvrir apres avoir été déconnectéesil faut
d abord se toucher, a cause de la continuitédu mouvement (ce qui est justement la substance du travail
de Galton). Deux séquences différentes DisJoint— OverLap et DJ— TouChes— OL correspondent
en effet a deux mouvementsidentiquespar les états qu’ilstraversent, maisle modele vales considérer
comme distinctsjuste par mangue d’ une représentation explicite de la sémantique réelle des mouve-
ments considérés. On voit laqu’il faut une caractérisation plus robuste du mouvement qui permette de
définir les mouvements de fagcon a ne pas faire des distinctionsarbitraires sans préciser les liensentre
les différentes relations introduites par la théorie.
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On peut rapprocher des travaux présentés ci-dessus quel ques études réalisées dans une perspective
plutdt orientée vers les systémes d’information géographiques (SIG). Il y a dans ce domaine un be-
soin d outils de représentation de données spatiales changeantes, et quelques tentatives ont émergé
pour donner une base théoriquea de telsoutils. Hormis Galton qui afait lelien entre sestravaux et les
préoccupations des SIG (Galton, 1995b), on peut citer (Hornsby et Egenhofer, 1997) qui apporte une
classification de phénomenes intéressants qualitativement (comme la fusion d’ entités, la séparation,
I’ agrandissement, etc, généralement sur des entités géographiques: pays, foréts, terrains, etc). Dansle
méme ordre d'idée (Claramunt et al., 1997) propose une caractérisation formelle de changements de
ce type sur des entités géographiques en les exprimant par rapport a des projections des états succes-
sifsdans un espace 2D. Ainsi lafusion de deux entités par exemple est caractérisée par lefait que leur
union est inchangée entre les deux états considérés et que les frontieres de I’ union sont inchangées.
On voit que ceci est insuffisant, et les propriétés inférentielles ne sont pas du tout étudiées, bien que
lacombinaison d’informations de ce type soit nécessaire pour représenter tous|es cas de changements
possibles.

4.2 Pour unereéunification spatio-temporelle

Nous avons vu certaines raisons pour lesquelles, pour pouvoir représenter les aspects qualitatifs du
raisonnement de sens commun, il était plus approprié de considérer des relations sur des primitives
étendues (les régions de I’ espace) plutdt que sur des points sans dimension; cela permet en effet de
caractériser |’ information de fagon plusglobal e et donc avec un niveau approprié de sous-spécification
qui se préte bien aux changements de granularité par exemple.

Pour avoir cette caractéristiqueau niveau du mouvement, on peut penser qu’ une approchecommecelle
de Hayes est adéquate, car elle considere (du moins dans son intention) de fagon globale I’ espace et
le temps. On pourrait alors considérer des relations qualitatives globales sur I’ espace-temps pour re-
médier aux défauts du travail de Hayes sur les histoires. Il y a d’ autres bonnes raisons pour prendre
I espace-temps comme domaine primitif, et on peut les trouver dans les problémesliés alamodélisa
tion des objets du monde et des événements d’ un point de vue ontologique. Il y aen effet une distinc-
tion classique dans la plupart des théories des entités du monde et de leurs parties entre d’ une part les
objets physiques qui persistent au cours du temps (une chaise, un chevdl, ...) queI’on nomme parfois
les “continuants” en anglais (que |’ on peut traduire par objets “ persistants’), et d’ autre part les objets
limités dans le temps qui

peuvent avoir des parties temporelles (un début, une fin,...) comme les états ou les événements (une
course, un repas) nommes “occurents” en anglais (ce quel’ on peut traduit par “ce qui arrive”). S'il est
indi scutabl e que ces deux sortesd’ entités présentent des différences ontol ogiquesréelles, ladistinction
au niveau temporel conduit acertains problémes quand on considerelanotion de changement. Cettevi-
sion implique en effet de considérer que les objets physiques ont une existence indépendante du temps
et que les événements sont essentiellement caractérisés par leur extension temporelle (méme s'il est
généralement admis que les liens autres que temporel s devraient faire partie de toute théorie des évé-
nements, commelacausalité). || se posedorsleproblemed’identifier lesobjetsau coursd’ événements
temporels: qu’ est ce qui permet de dire que deux objetsadeux instantsdifférents sont i dentiques? Ceci
est d'autant plusdifficiledans|’ absolu que pour pouvoir parler d’ évolutiontemporelle, on doit pouvoir
parler de changements des propriétés d’ un objet au cours du temps et il faut alors des criteres d’iden-
tité assez souples pour pouvoir rapprocher des occurrencesd’ objetsdont certai nes caractéri stiques sont
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différentes (quand ils perdent des parties par exemple). Cela peut entrainer des situations paradoxales,
dont nous allons donner quel ques exempl es classiques pour montrer concretement les implicationsde
ce probleme au niveau de la modélisation des propriétés spatio-temporel les (probleme qui n’est donc
pas uniquement métaphysique). Nous présentons d’ abord la discussion du flux des propriétés de (Si-
mons, 1987) (“the Flux Argument”). On considere un chat Tibbles, muni d’ une queue al’instant t, et
qui nel’aplusal’instant t’. On dénomme Tib la partie du chat sansla queue.

tibbles # tib al’instant t (puisque tibbles a encore sa queue)

tibbles=tibal’instantt’ (puisgue la queue a disparu)

tibblesat =tibblesat’ (puisquetibblesest un continuant, son identité est indépendante du temps)
tibat=tibat’ (idem pour tib)

Par transitivité de I’ égalité on en déduit tibblesat = tib at, contredisant I” hypothese de départ.

[I'y aun certain nombre d’ hypothéses contestabl es dans | e rai sonnement qui méne au paradoxe et on
peut résoudre | e problémeen abandonnant I’ une ou I’ autre, mais contrai rement & Simons, nous pensons
qu’ une fagon simple de reformuler |e probleme est de considérer toutes | es entités matérielles comme
des “occurents’, et donc ana ogues a des événements. En effet les propriétés de ces objets deviennent
relatives aux partiestemporelles de ces objets, ce qui évite d’ avoir atemporaliser | es prédicats|ogiques
delafagcon présentée dans|’ exposé du paradoxe. L e probleme principa anotre sensest en effet d'iden-
tifier implicitement un objet (tibbles) avec toutes ses occurrences temporelles (tibblesat, tibblesat’).
Unetelle position est tenue notamment (de fagon informelle) par (Heller, 1990). Avec les notationsde
Hayes par exemple, on peut réécrire |’ argumentation de la fagon suivante: soit 4 I"histoire du chat
(avec saqueue pendant z1, sans saqueue pendant z;), et &, |” histoirede la partie du chat complémen-
taire de laqueue. On peut alorsexprimer (Part désignant unerelation de partie atout) le probléeme de
lafacon suivante:

Part(hg@xl, hl@iﬁl) A ﬂPart(hl@xl, hg@.’El) (41)
hg@.’EQ = h1@$2 (42)

Et lamorale est sauve, I” histoire du chat étant différente de sa partie qui n’inclut pas sa queue, tout en
préservant lapossibilited’identifier le chat & un instant donnéavec I’ ensemble de ses parties a ce mo-
ment. Cette fagcon de considérer |es objets a souvent été considérée comme une impasse |oin de toute
intuitionquand elle aété proposé par divers philosophesdel’ esprit (Quine, ...). 1| semble pourtant natu-
rel de considérer queles objets sont limitésdans|eur durée devie et serapprochent ainsi d’ événements
ou de processus. On peut aller alorsun pas plusloin et poser radicalement queleur nature est laméme,
du moins au niveau spatio-temporel qui nous intéresseici (ensuite, personne ne discute que les évé-
nements ont des propriétés essentielles différentes des objets matériels). La principale critique d’ une
approche spatio-temporelle des entités du monde (cf. a nouveau (Simons, 1987), qui parle de “la na-
ture étrangére d' une ontol ogie de processus’) est le caractére soi-disant difficile a appréhender *d’ une
telle théorie. |1 est vrai que cette approche a été peu souvent dével oppée de fagon précise (mis a part
les approches déja citées, postérieures au livre de Simons, et qui sont restées al’ état d’ ébauche). Les
problémes qui se posent a une telle approche sont de plusieurs sortes:

— Quelsdevraient étre lesliens entre propriétés et rel ations spatial es, spatio-temporelles et tempo-
relles?

— Quelles sortes de parties temporelles peuvent étre | égitimement introduites et comment (tout en
conservant une nature qualitative alathéorie) ?
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— Comment représenter |e changement dans ce cadre?

Nous avons vu gqu'’ en représentation des connai ssances, | es consi dérati ons ontol ogiques occupent une
place importante pour déterminer des formalismes appropriésa ce quel’ on veut modéliser; ¢’ est pour
celaquel’on s est un peu attardé sur ces travaux philosophiques qui traitent de tel's problémes. Nous
alons maintenant voir les quelques théories qui ont affronté le probléme de la modélisation d’ entités
spatio-temporelles de fagon plus qualitative que Hayes.

4.2.1 Lameéréo-topologiespatio-temporelle

Nous avonsvu au chapitre précédent un éventail des théories méréo-topol ogiques, consi dérées comme
desthéoriesdel’ espace d’ un point devue statique. Nous avons mentionné que certai nes de ces théories
étaient considérées par leurs auteurs comme traitant d’ entités spatio-temporelles; nous allons mainte-
nant voir comment le lien est assuré entre les aspects topologiques et |es propriétés temporelles re-
présentées sur ces entités spatio-temporel les. Essentiellement, il s agit des axiomatisations de Clarke
(1985) et Vieu (1991).

Clarke en plus de la connexion avait introduit un prédicat temporel B (pour “before”) dans (Clarke,
1985). Cette relation est axiomatisée comme suit (les axiomes sont séparés et réécrits pour aider la
lecture), en plus des axiomes méréotopologiques C1, C2, C4 et C5-C8:

—-Bzx

(Bzy A Byz) — Bzz

Bzy —» —Czy

Bzy — VzVw(Pzz A Pwy) — Bzw

L esdeux premiers axiomes définissent un ordre partiel strict, letroisiéme assure quelaconnection et la
relation before sont incompatibleset le dernier assureque si deux entitéssont ordonnéesdans|etemps,
leurs parties sont ordonnées pareillement. Mal heureusement, de méme qu’ on ne peut axiomatiser une
logiqued’intervallesavec < seulement, on ne peut capturer |’ ordre de régions spatio-temporellesavec
uniquement un ordretemporel ; S'il est vrai quelaconnection apportedesliensquel’ on peut rapprocher
d autres relations temporelles, la structure autorise des lignes de temps paralléles (ce qui peut &tre un
objectif raisonnable dans d’ autres contextes mais qui ne satisfait pas une propriété essentielle du sens
commun recherché par beaucoup d’ auteursen |.A. asavoir lalinéaritédel’ ordre temporel (et méme en
linguistiquecf (Kamp, 1979)). Clarke définit une relation de contemporanéité de lafagon suivante:

COzy £ -Bazy A —Byz

Malheureusement cette relation n’ est pas transitive: on peut tres bien avoir Bzy et COzu et COyu.
Ceci explique sans doute que Clarke n’a pas caractérisé les modéles de cette axiomatisation spatio-
temporelle.

3. Il asouvent été avancépar le passeque la physiquerelativiste pourrait justifier une approche spatio-temporelle, car elle
serait plus proche de la nature “réelle” de I’ univers physique. Nous pensons que le débat sur la représentation du temps, de
I’ espace et du mouvement du point de vue du sens commun peut ignorer larelativité dansla mesure ol celle-ci reste assez
étrangere aux connaissancesde senscommun del’ homme delarue ot delafemme du laboratoire, et n’ apporte pasbeaucoup
d'intuitions sur notre perception du monde detouslesjours. 1l faut donc considérer les mérites de ce mouvement ontologique
indépendamment des théories physiques modernes.
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Afin de développer une véritable topol ogie spatio-temporelle Vieu a corrigé certains aspects de la
théorie de Clarke en intégrant certains produitsde laréflexion d’ auteurs concernés par lamodélisation
du langage naturel. Ellefait I"hypothése que toute relation spatiale est en fait spatio-temporelle (I’ ex-
pression d’ unerel ation spatialeméme “ statique” prend toujoursdu temps) et donc elle prend en compte
les phénomenes temporelstels gu’ils ont été analysés par des linguistesformels (Kamp notamment).
Vieu reprend donc les axiomes de la logique d’ événements de Kamp, les régions de I’ espace-temps
étant assimilé a des événements (ce qui se réduit dans ce cas aux faits qu’ils ont une éendue tempo-
relle et que deux entités peuvent étre temporellement équival entes sans pour autant étre égales). Deux
primitives temporelles sont donc gjoutées a la théorie méréo-topol ogique vue au chapitre précédent
(comprenant C1-2, C4, C5-9, C11’ et C12), unerelation d’ ordre < semblable au “before” de Clarke
et une relation d’ overlap temporel o. Et il faut alors spécifier quels sont les liens entre les relations
temporelles et larelation de connexion:

Czy — zoy
Deux entités connectées partagent leurs extensionstemporelles.

(z<yAPzz APly) —» 2z <t
L’ ordre est conservé sur |es parties (axiome identique a celui de Clarke).

(zoy A Pzz A Pyt) — zot
L’ overlap se transmet aux entités contenant deux entités en overlap.

(z<y Nz<y)— (z+2)<y

(z+y)oz > zoz V yoz

Il faut signaler qu’ une alternative aces modélisations pourrait étrelatopol ogie des événementsde Pia
nesi et Varzi quel’ on amentionnée au chapitre précédent. Si on considere les événements comme des
régions de |’ espace-temps et la connexion comme la connexion spatio-temporelle (et non comme un
lien causal comme |es auteurs laconsiderent), on retrouve un cadre similaire aux approches précitées.
L’ ordretemporel est aorsinduit par un ensemble d’ entitésdistinguées (lesdiviseurs) qui n’ont pasune
origine intuitive claire, mais dont I’ axiomatisation introduit des notions similaires a un ordre tempo-
rel. Les buts philosophiques poursuivis par les auteurs étant essentiellement de prouver que |’ on peut
définir I’ ordre temporel aprésavoir introduit les événements, il nous semble pluspratiqued’ introduire
autant derelationsqu’il semble nécessaire pour modéliser une structure plutdt que de reporter le travail
sur un ensemble d’ entités.

Si I’onrevient aors sur les axiomes de Vieu, il faut noter que seule la partie “ purement” topol ogique
a des modéles clairement caractérisés dans (Asher et Vieu, 1995) : les axiomes temporel's ne sont pas
considérés. Par ailleursun point reste obscur dans cette axiomatisation des liensspatio-temporels: Vieu
évoguelapossibilited’ existence de” pointsde contact” purement temporelsentrerégions: ¢’ est-a-dire
d avoir

ECzy A i(z) < i(y)

mais EC impliquezoy ce qui combinéavec i(z) < #(y) est soit contradictoiresoit oblige ainterpréter
o comme |le pendant temporel d’une connexion externe (les extensions temporelles des entités mises
en relation partagent un point temporel), ce qui N’ est pas|’ interprétation voulue par |’ auteur (et en tous
cas pas celle prévue par Kamp pour I’ overlap). Si on veut avoir aussi des points de contact temporels,
il faut donc qu’ unerelation temporelle corresponde au contact par un paint.
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Cemodden’ apasété utilisépour représenter desconcepts purement de mouvement, néanmoins, il pré-
sente des cotés intéressants a plusieurs titres dans cette perspective: il corrige latopologie de Clarke
pour |’ espace-temps en incorporant réellement des relations temporell es, certes encore de fagon insuf-
fisante. C'est letravail qui a, anotre connaissance, pousséle plusloin I’ objectif de Hayes de dévelop-
per une géométrie (ici en fait seulement une topologie) d’ histoires spatio-temporelles, dans un cadre
beaucoup plus qualitatif et cohérent. C'est pour cela que nous I’ avons repris comme base. Un autre
aspect qui reste mal étudié dans ce cadre est celle de latemporalisation des relations entre objets. On
se souvient que Hayes notait h@t des portions temporelles d’ histoires et on a vu que ce genre d’ ex-
pression est indispensable &1’ expression de relations entre objets, notamment dans la résolution des
paradoxes de la section 4.2. On a déja parlé des problemes de la définition de Hayes. Dans la théorie
de Vieu, ces temporalisationsinterviennent a un niveau différent. Le modéle topologiquetraite en fait
de régions de |’ espace-temps déterminées par des objets ou des événements décrits dans des textes en
langage naturel. Si z est un objet de cette sorte, larégion déterminée par « et qui fait partie du domaine
décrit par sathéorie topologique est récupérée viaune fonction stre f (spatio-temporal referent), que
I’on peut éventuel lement croiser avec un é&vénement ; ainsi stre f(z, €) est larégion del’ espace-temps
occupée par = pendant un événement e. Ceci permet al’ auteur de pouvoir considérer des objets diffé-
rents dans le langage naturel mais qui occupent une méme région de I’ espace-temps, ce qui pose des
problémes pour la représentation de messages linguistiques. Le probléme est alors que cette fonction
N’ est pas vraiment caractérisée; en particulier les seules régions introduites ainsi correspondent aux
événements décrits séparément dans un texte. On ne peut aorsfaire deliens entre des énoncés d' évé-
nements distincts. Si I’ on connalt une relation entre deux objets pendant un événement e, et entre ces
deux objets pendant e, et si stref(e;)ostref(ez) on peut avoir plusd’ informations pendant I’ intersec-
tion des deux événements en combinant les relations entre les deux objets; mais comme on ne peut
parler des référents de ces objets pendant cette intersection, on se prive d’inférences potentiellement
informatives. Tout ceci tient au fait que la fonction stre f est une &iquette dont les propriétés vis a
vis delastructure spatio-temporelle n’ ont pas été étudiées. |1 faut en effet une caractérisation explicite
des parties temporelles d' objets que I’ on veut pouvoir manipuler et hous reviendrons sur les moyens
adéployer. 1l faut garder en mémoire que nous ne cherchons pour I’ instant qu’ une théorie acceptable
pour desrégionsdel’ espace-temps et quelelien avec les objetsintroduitsdans e langage naturel n’est
pas encore au centre de notre é&ude. Nousy viendrons au chapitre 6.

Nousavons présenté | ajustification des choix que nous fai sons pour représenter |le mouvement d’ un
point de vue du sens commun jusqu’ici. Nous pouvons résumer ces choix ainsi :

— Lesentités primitives de la théorie sont &endues, alafoisdans letemps et |’ espace.
— Laconnaissance liée a ces entités est exprimée de fagon relationnelle.

Pour mettre en oeuvre ces choix nous présentons dans ce chapitre lathéorie qui rend compte des pro-
priétés des référents spati o-temporel sdes obj ets que nous considérons pour lathéorie du sens commun.
En partant d’ une méréo-topologie sur des entités étendues dans la tradition de Clarke, nous introdui-
sons des relations primitives temporelles aux propriétés voisines des logiques d’ événements et nous
construisons les liens entre les primitives, afin d’introduire les notions nécessaires a I’ expression des
propriétés de |’ espace-temps (comme la notion de partie temporelle). Une éude des modél es caracté-
risés par cette axiomatique conclura ce chapitre avant d' aborder |’ &ude de propriétés plus spécifique
au mouvement de sens commun dans e chapitre suivant.
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4.3 Topologieet ordretemporel

Nous résumons tout d’ abord la théorie topologique qui sert de base a notre théorie des entités spatio-
temporelles, comme nous I’ avons discutée au chapitre précédent. Elle est reprise en partie de Asher
et Vieu (Asher et Vieu, 1995). Les objets de cette théorie sont considérés comme les référents spatio-
temporel sd’ objetsphysiquesou d’ événements. Nous n’ en avons gardé que lapartie concernant lesno-
tions méréo-topol ogiques dont nous nous servirons, en laissant de coté la définition du contact faible.
Comme on I'a vu cette théorie a I’ avantage d’ étre cohérente et compléte pour une classe de mo-
deles présentée dans (Asher et Vieu, 1995) ; nous verrons comment |es gjouts que nous 'y apportons
contraignent ces modéles. On a vu que ces relations sont généralement interprétée comme des rela-
tions entre régions du plan ou de |’ espace atrois dimensions (cf figure 3.1), méme si la dimension du
domaine est quelconque en toute généralité (ce qui implique que lathéorie ne soit pas syntaxiquement
compléte). Onavuaussi que Clarke puis Vieu ont proposé de considérer lesindividusde leursthéories
comme des régions de |’ espace-temps, en goutant certaines relations pour traiter du temps; lafigure
4.2 montre par exemplel’interprétationintuitive spatio-temporelledelarelationd’ overlap. L’ axe hori-
zontal correspond aladimension spatiaeet |’ évolutiontemporelle est montréelelong del’ axevertical.
L’ espace n’est ici unidimensionnel que par commodité, il pourrait aussi bien érededimension 2, 3, ...
n (ce qui poserait alors quel ques problemes de représentation graphique).

431 Axiomatisation dela Topologie

Nous allons reprendre |es axiomes de |a théorie topologique de (Asher et Vieu, 1995) en ne gardant
que la partie proprement méréo-topol ogique.
Larelation C est réflexive, symétrique et extensionnelle:

A 41 Czz

A 4.2 Czy —Cyzx



CHAPITRE 4. UNE LOGIQUE SPATIO-TEMPORELLE

A 43 (Vz (Czz +Czy) — 2z =y)

On définit de fagon standard les relations vues au chapitre 3:
D 4.1 Pry =Vz (Czz —»Czy)

D 4.2 PPzy = Pzy A —Pzxy

D 4.3 Ozy = 3z (Pzz A Pzy)

D 4.4 POxy éOxy A =Pzy N —Pyz

D 45 ECzy = Cay A —Ozy

D4.6 TPry = Py A 3z (ECzz A ECzy)

D 4.7 NTPzy £ Pzy A —3z (ECzz A ECzy)

A 4.4 VaVy3dz Vu (Cuz <> (CuzVCuy))

L’ objet z, noté = + y représente la“somme” (uniquegrace aA 4.3) dex et y.
A 45 Vaz3dy -Cyz — 3z Yu(Cuz < Jv (-Cuvz A Cou))
L’ objet z, noté -z, représente le complément de z.

A 4.6 Jdz Yu Cux

L’ objet =, noté a représente I’ individu universel.

A 4.7 Ozy — 3z Vu(Cuz <> Jv (Pzy A Puy A Cou))

L' objet z, noté z -y représente I’ intersection de z et y.

A 4.8 Vady Vu (Cuy <> Jv (NTPvz A Cou))
L'individuy, notéix, représente I’ intérieur de x.

D48 cz = -i(-z)

Ad49 ca=a

[l faut ajouter |a propriété classique des ouverts:

D49 OPz = (iz = )

A 4.10 (OPz A OPy A Ozy) —OP(z-y)

On peut alors définir la notion de connexité spatio-temporelle et de séparation:

D 4.10 SPzy = =Cczcy
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D 4.11 CONz = —(JzyTeg(z = z1 + 22 A SPryz3))
L’ atomicité, est classiquement définissable dans ce langage:

D 4.12 ATz = —3yPPyz

Nous avons laissé de coté |les axiomes qui définissent I existence d’ un contact faible différent de EC,
ainsi quel’axiome dz, yECxy, qui sera une conséquence de notre théorie globale (car I’ espace-temps
seraconnexe, ce qui impliqueVz ECcz (c(—z)). Rappelons quel’ on adans cette théorie, le théoreme
suivant:

F=C(-z)z

Et quel’on n’'apas le principe de supplémentation:

t/ (PPzy — Jz2(y =2+ 2z A —Czz)

Cela vient du fait que la notion classique de frontiére topologique n’existe pas en tant qu’entité du
domaine considéré; en effet une entité non close est partie propre de safermeture, mais aucune entité
ne “compléte” I’ entité pour constituer lafermeture.

432 L’ordretemporel

Laméréo-topol ogie présentée dans saforme simplifiée est trés général e et est généralement considérée
comme une théorie topologique d' un espace de dimension quel congque constitué de régions é&endues
et deméme dimension quel’ espace global. Pour pouvoir laconsidérer comme unethéoriedel’ espace-
tempsil faut I’ enrichir avec les propriétés structurelles du temps. Nous avons vu qu’ une conséquence
de nos choix ontologiques est que les entités que I’ on considere sont éendues dans e temps, mais pas
seulement temporelles; lastructuretemporell e adaptée seradonc proche celledela“logiquesd’ événe-
ments” de Kamp, car on ne peut pasavoir I’ extensionalitétemporelle. En plusd’ unerelation d’ ordrein-
discutabl e, nousaurons besoin d' exprimer lesnotionsd’ inclusion et derecouvrement temporel. Celles-
ci ne sont cependant pas suffisantes pour décrire les transitions spatiales telles que celles que nous
visons, comme |’a montré Galton (cf chapitre précédent). Il est en effet important de pouvoir diffé-
rencier un recouvrement d’un simple contact. Larelation “meets’ de Allen permet de faire cette diffé-
rence, mais n’ est pas non plus adéquate (cf. encore Galton) et de pluselle serestreint ades intervalles
convexes. De plus si on admet des contacts spatio-temporelsil parait logique d’ autoriser que de tels
points soit des contacts temporels, comme I’indique (Vieu, 1991).

Pour rester fidele a notre conviction que la notion de point est une notion abstraite (que ce soit spa-
tialement ou temporellement) nous ne voulons pas introduire celle-ci dans notre théorie comme lefait
Gaton. Pour pouvoir distinguer topol ogiquement | es éendues temporelles nous utilisonsdonc une re-
lation de connexion temporelle, notéex, structurellement analogue a C, mais portant unigquement sur
ladurée de vie des entités du domaine. Nous en proposons|’ axiomati sation suivante, en tenant compte
de sesliensavec <, larelation d ordre temporel prise également comme primitive:

Adll a2 xy - yxu (symétrie)

Ad12 zxx (réflexivité)
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Ad4l3 zxy— o<y (incompatibilitéentres et <)
Adld z<y - —y<z (antisymétrie de <)
A4l15 (z<y N yxz A z<t) — z<t (transfert entrex et <)

A416 z2<y— (Vz(2Ciz— z2<y) AN (2Cy— 2 < z)) (monotoniedeC; par rapport a<)

Par I'axiome 4.12 et I'axiome 4.15, larelation < est bien transitive.
Nous définissons alors | es rel ations classiques:

D413 2Ciy = Vz(zxz — z3xy) (inclusion temporelle)
D 4.14 zoy 2 Jz(2Cy A 2C ) (recouvrement temporel)
D415 (¢ = y) =z C,yAy Cra ( équivalence temporelle)

Ces propriétés permettent de retrouver les axiomes des autres approches de logique d’ événements (a
I’ exception de lalinéarité, nousy revenonsplusloin)4:

Th41l z2Cz (définition deC))
Th4.2 zoy — yox (définition de o)
Th43 z2<y — —zoy (Ax.4.13)
Thd4 (z<y A yoz A 2<t) - <l (Ax.4.15)
Tha5 (z<y N yCez A 2<t) » <t (Ax. 4.15)
Th46 (¢ Ciy A yCiz) 5> 2Cyz (définition deCy)
Tha7 2 C,y — Vz (zox — zoy) (Th.4.6)
Th48 2Ciy =V ((2<y—2<2) A (y<z—=2<2)) (Ax. 4.16)

Afin de pouvoir retrouver une notion de linéarité temporelle sur |’ ordre sous-jacent aux entités tem-
porelles, il nous faut I’ équivalent d’un complément temporel ; intuitivement les entités que I’ on peut
introduire pour cela correspondent au futur et au passé d’ une entité. Le passé et |e futur devront étre
ici les“tranches de |’ univers’ avant et apres |’ entité considérée (cf. ci-dessous).

A 417 Yo ((Fy(z < y)) = (F2Vu(z < u <> Puz))) (existence d’un futur)
A 418 Va((Fy(y < z)) = (FzVu(u < z < Puz))) (existence d' un passé)

On appellerafutur de x (f(z)) et passé de x (p(z)) les deux entités dont on a posé I’ existence; leur
unicité est montrée facilement :

par exemple pour lefutur, supposons 3z Vu(z < v — Puz))) et 3z;Vu(z < u — Puz,))). Avec
Pz1 21 onobtient z < z; et donc Pz, z; €t par symétrieonaz; = 2.

L es propriétés suivantes sont immeédiates:

Th49 z < f(z)

Th4.10 p(z) < z

4. Nous indiquons entre parentheses les axiomes ou théorémes nécessaires aux démonstrations, les preuves compléetes
€tant en annexe pour alléger lalecture.
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4.4 Contraintessur |’espace-temps

441 Lienstemps espace-temps

On a noté les problemes des axiomes de (Vieu, 1991) et (Clarke, 1985) exprimant les liens entre la
relation de connexion et |es relations temporelles. Clarke proposait une structure trop faible, et Vieu
uneinterprétation de sesrelationsqui sembleerronée. Nous pensonsquele pluscohérent est bienquela
connection spatial eimpliqueuneforme deconnexiontemporelle, maisqui doit &redenaturesimilaire:
si la connection implique le partage d’ un “point” spatio-temporel, elle doit impliquer |le partage d’un
“point”temporel :

A419 Cey — xzxy

Ceci réglele cas des pointsde contact ; il faut [ui adjoindre un axiome prenant en comptelesliensplus
méréol ogiques entre entités, asavoir quel’ inclusion spatio-temporelleentrainel’ inclusiontemporelle:

A 420 Pzy —» 2Cy

Pour que le modél e soit réellement multi-dimensionnel, les deux relations de contact doivent étre dis-
tinctes; les axiomes suivantsimposent au moins une autre dimension en plus du temps.

A421 dadyaxy N —Cay
A 422 dedy x <y

La non-convexité temporelle des entités impose les contraintes suivantes sur les liens entre la somme
et lesrelationstemporelles:

A423 (z<yNz<y) < (z+2)<y
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Ad24 (z+y)xz z2x2 V yxz

Enfin, nous caractérisons le lien entre connection temporelle et I’ intérieur par I’ axiome suivant :
A425 ixxy — zoy

On retrouve alors les axiomes de (Vieu, 1991) :

Th 411 Ozy — zoy (Ax. 4.20)
Th412 (z < y APzz APly) — 2 < t (Th. 4.8, Ax. 4.20)
Th4.13 (zoy A Pzz A Pyt) — zot (Th. 4.7, Ax. 4.20)
Th4.14 (z+ y)oz <> zoz V yoz (Ax. 4.24)

442 Partiestemporelles

Pour pouvoir définir des relations entre régions de I’ espace qui évoluent et pouvoir exprimer certaines
formes de changement, nous allons maintenant définir une notion de tranche temporelle, ¢’ est adirela
partie maximum d’ une entité spatio-temporelle qui correspond a une certaine période de temps. Cette
période de temps sera bien sir définie par rapport a une autre entité du domaine (le temps n’'exis-
tant pas indépendamment). Nous supposons ainsi que toutes les entités que I’ on considéere peuvent
avoir des parties temporelles, ce qui est une des caractéristiques principales des approches spatio-
temporelles delaméréologie, et également une des plus controversées (Thomson, 1983; Hacker, 1982;
Casati, 1995). Nous verrons comment laformalisation de cette notion prévient les critiques habituelles
de cette approche.

La notion de partie temporelle peut étre définie de plusieurs fagons dans une théorie méréologique,
méme dans des théories qui supposent letemps et I’ espace séparés. Par exemple Simonsladéfinit ainsi
(<r):

e<re=eée <e NVf([f<e A spl[f] < splle]] = [ <€)

Avec < désignant une relation de partie a tout entre objets, et spl (pour “spell” : I’ éendue) est une
fonction qui associe a une entité la période de temps correspondant a la vie de cette entité. Simons
définit alors une“ phase” comme une partie temporelle connexe. Plusieurs choses sont implicites dans
cette représentation: La premiére est que Simons intégre comme objet |a matiére dont ces objets sont
faits (vialafonction spl) sans discussion. La deuxiéme est la caractérisation du temps. Une tranche
temporelle est d' apres [ui une phase de durée zéro, maisil ne présente pas de théorie explicite du temps
qui permettrait d’ exprimer celaformellement.

Cest pour cetteraison gu’ il nous sembleindispensablede définir ces objetsde fagcon topol ogique, sans
parler de durées. Nous nous restreignons ainsi aune théorie ou les durées les plus courtes sont les ob-
jets ou les événements les plus petits (par rapport alarelation d'inclusion) que I’ on peut décrire, sans
introduire de notions extérieures a lathéorie.

Carnap (Carnap, 1958) avait également proposé de considérer des objets avec une étendue temporelle,
et avait proposé plusi eursalternatives de représentation (combinant desinstantsou desintervallesavec
des pointsou desrégions). A chaquefois, lemodél e sous-jacent plus ou moinsexpliciteest latopologie
classique, axiomati sée de diverses maniéres. Carnap reprend aussi a son compte une modélisation des
objets physiques due a (Woodger, 1937), dans laquelle | es objets sont spatio-temporels. Cette théorie



4.4. CONTRAINTES SUR L'ESPACE-TEMPS

Temps

X=wly

Espace

FIG. 4.4 - Tranchetemporelle: z est unetranchede w.

combine une théorie des relations de partie a tout avec un ordre temporel, en donnant quelques in-
dications, tres incomplétes, de ce que les liens devraient étre entre les deux structures (une sorte de
méréologie temporelle, une tentative réitérée par Simons). Une définition intéressante est cependant
celle d’ objets “momentanés’ qui correspond en fait a une partie temporelleindivisible. Carnap consi-
dere que tout objet a une partie momentanée. Une tranche d'individu est aors une partie momenta
née maximale d'un objet. Bien que I’ axiomatique ne soit pas cohérente avec la définition de I’ ordre
tempord, il y alal’intuition d' une partie temporelle exploitable. En ce qui nous concerne, nous ne
ferons cependant pas d’ hypotheses superflues sur la nature indivisible ou non des parties temporelles.
L’ atomicité est en effet laisseé de coté pour ce qui est des extensions temporelles aussi bien que pour
I’ extension spatio-temporelle.

Ces approches quelques peu différentes ont toutes en commun qu’elles supposent I’ existence d’un
continuum spatio-temporel (Carnap supposequel’ espace-tempsest denseet illimité, et continu au sens
usuel), ce qui nous semble peu justifiéau regard de |’ utilisation limitée qu’ en fait Carnap. De plus, ces
théories ne sont pas complé&tement formelles dans lamesure ou y sont considérées des notions qui ne
peuvent y étre définies(commelesdurées). Nous proposonsal orsde définir unetranche temporelleuni-
guement comme la partie maximale d’ un objet pendant une certaine période. Nous évitons ainsi toute
restriction arbitrairesur lanaturedel’ espace-temps. Ladéfinition adoptée est alors qu’ unetranche tem-
porelle z est une partie d' une entité y telle que toute autre partie de y contenue temporellement dans
z est unepartiede z° :

D 4.16 TSey = Pry AVz ((Pzy A 2Ciz) — Pzz)
Qui donne les propriétés suivantes:
Th 4.15 TScz (réflexivité)

Th4.16 (TSey A TSyz) — = = y (antisymétrie)

5. On désigne une tranche par TS pour Temporal Sice ou Tranche de tempS.
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Th4.17 (TSey A TSyz) —»TSzz (transitivité)

Deplus, unetranche = d’un objet y inclusetemporellement dans une autre tranche =z de y est aussi une
tranchede = :

Th4.18 (TSey A TSzy A o Ci 2) = TSez

Nousavons mentionnél’intérét des théories qualitativespour | e raisonnement sur desdonnées qui sont
abstraites de données souvent numériques (cf. chapitre 1), et nousavons soulignéen conséguencel’im-
portance qu'il y avait a limiter le nombre d’ entités manipulées par la théorie. Dans ce méme esprit
d’ économie, il faut se poser la question de la nature des parties temporelles que I’ on doit introduire.
Il semble intuitivement justifié de considérer que les parties temporelles sont déterminées par les pé-
riodes de temps présentes dans |e domaine des objets et que chague objet doit donc avoir une partie
temporelle correspondant & la vie des autres entités existant pendant la durée de I’ entité considérée.
Ceci correspond a |’ axiome suivant:

A426 yCiz — Ju (TSuz A u=y)
(toute entité = aunetranche « temporellement équival ente a tout autre entité y incluse temporellement
dansladurée deviede z)

Il en résulteaors:

Th4.19 Vz,y(zoy — Fu(TSuz A uliy))

Th4.20 Pry — 32(TSzy A z = z)
(pour toute entité, il existe une tranche temporellement équival ente a toute partie de cette entité).

Th42l (TSeyATSey A e =¢2) > =2
(cette tranche est unique)

On notera z, cette tranche correspondante quand elle existe; z, est lapartie de = correspondant ala
“vie’ dey, quand y C; x.
443 Tranchestemporelleset structuretemporelle

On peut maintenant caractériser plus précisément | es propriétés delastructure temporelle delathéorie
spatio-temporelle. On atout d'abord :

Th4.22 TS(f(z),a) A TS(p(z), a)
(le futur et le passé d’ une entité quel conque sont des tranches temporelles de I’ univers)

Une tranche d’ univers peut étre considérée comme un épisode du monde considéré. Ce théoréme a
pour conséquence immédiate I’ unicité du futur et du passé pour deux entités contemporaines:

Th423 (z=,y AN Jz (2 < 2)) = f(z) = f(y)
Th424 (z=,y A 2z (2 < 2)) = p(z)=py)
On peut définir des notionstemporelles utiles comme:

D 4.17 CON;z = —(Fz1Fze(z = 1 + 22 A —(czy X caq))) (connexitétemporelle)
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Et une notion plus spatio-temporelleimportante de “normdité€’ del’ univers:
A 427 (TSua A cuxcv) — Ceucv

Cette propriété assure que |’ univers ne fait pas de sauts spatio-temporels (il n’'y a pas d’ entités tem-
porellement liée & une tranche d’ univers mais déconnectés de cette tranche). Cette propriété, qui peut
étre vue comme une forme de connexité spatio-temporelle, sera a la base de I’ é&tude de la continuité
de I’ espace-temps que nous verrons au chapitre suivant. L’ expression cu x cv est indispensable pour
exclure le cas d’' une région ouverte succédant de fagcon brusque & une autre région (et pour lesquelles
on n'aurait pas u x v °).

Pour imposer la linéarité de I’ ordre temporel on pourrait imposer un ordonnancement des entités
temporellement connexes (qui correspond a |’ adaptation de |a définition de Kamp a notre primitive de
contact temporel) :

(CONgz ACONy) = (2 <y V azxy V y<uz)

Mais celane nous dit rien dans le cas général des entités non connexes car on ne peut exprimer dans
lathéorie qu’ une entité est une somme de composantes connexes a moins de faire une distinction on-
tologique entre des entités primitives connexes et celles que I’ on peut construire ensuite par somme
arbitraire, ce qui compliquerait lathéorie peut-&tre inutilement. Au lieu de ¢a nous allonsimposer une
contrainte plus forte. Tout d’ abord la notion d’ ordonnancement sera définie comme suit :

D418 ORD(z,y) Sz <y V z >y

Cette relation est symétrique.
Onintroduit aussi :

D 4.19 PMCT(z,y) =Pzy A =3z (Pzy A A PPzz A CON4(2))

Cette relation exprime que z est une partie temporellement maximalement connectée de y (une com-
posante temporellement connexe). Pour exprimer un équivaent de I’ axiome de linéarité, on affirme
ensuite que les composantes connexes de deux entités sont ordonnées, en se servant d’ une relation
“d’entremélage’ de deux entités temporellement :

D 4.20 BETW(y, z) = —~ORD(z,y) A
Vy'(PMCTy'y — Jz13zy (z = 21 + 22 A ORDz1y’ A ORDzyy’)

Un exempl e de configuration correspondant a cette relation est montrée figure 4.5. Cette relation ex-
prime qu’il y au moins des partiesde x et y que |’ on peut ordonner. || faut noter que I’ on peut avoir a
lafoisBETWzy et BETWyz (cf figure 4.6).

Onimpose aors:

A 4.28 Vz,y(BETW(z,y) vV BETW(y,z) V ORD(z,y) V zxy)

Et onimposeégaement qu’il existetoujoursune partie temporel lement maximal ement connectée pour
toute entité:

A 4.29 Vz3z' PMCTz'z

6. Ceci a &té porté a notre attention par Tony Cohn.
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Temps
BETWyx

X=x1+x2

FiG. 45- Un exemple d entreméage d’ entités temporellement non connexes

Temps
BETWyx BETWxy
X=X1+x2 y=yl+y2

FiIG. 4.6 - Entreméage réciproque.

Cela nous donne les propriété suivantes:

Th 4.25 BETWyz — Jy'(PMCTy'y — JayJas (2 =21+ 22 A 21 <y < 29)
Th4.26 (ATz A ATy) — (ORD(z,y) V z = y)

(deux atomes sont soit ordonnés soit temporellement équivaents.)

Th4.27 (CONyz ACONwy) = (e <y V axy V y<uz)
Th4.28 Vz[(Jy(y < z)) = (p(z) < —p(2))]

(le passé est avant son complément.)

Th4.29 Va[(Jy(z < y)) = (= f(z) < f(2))]
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(lefutur est aprés son complément.) La démonstration de ces deux théorémes sefait cas par cas en se
servant de I’ axiome 4.28 et de I’ axiome de “normalité” 4.277 :

1 soit BETW (—p(z), p(x)): Juy, ug, v(Puip(z) A Pugsp(z) A Po(—(p(z))) A w1 < v < ug)
de Pugp(z) on déduit ug < z etdoncv < uy < @
d' ol Pv(p(z)) et donc Op(z)(-p(z)) : contradiction.

2 Soit BETW (p(z), —p(z)): Juq, ug, v(Puy — p(z) A Puy —p(z) A Po(p(z)) A ug < v < ug)
Pu(p(z)) impliquev < z et doncuy < z d'ol Puyp(z)
et donc Op(z)(—p(z)) : contradiction.

3 soit —p(z) < p(z):dou —p(z) < z d'ou P(—p(z))p(z).

4 SOItp( )% —(p(z)): avec|'axiome de “normalité€” et parce que TSp(z)a, on obtient alors
Cp(z)(—p(z)) qui est une contradiction.

Le seul cas possiblereste donc p(z) < —p(z). On montre |e théoréme analogue pour f de la méme
fagon.

Ces théoremes a pour corollaires (ces theoremes sont a comprendre comme étant valides quand les
entités introduites, p(z), f(z) existent, ¢’ est-&-dire qu’ a chaque fois, les hypothéses en plus sont res-
pectivement Jy (y < z) et Jy (z < y)):

Th430 —f(z) = p(f(z))
Th431 —p(z) = f(p(z))
Th4.32 a = p(z) + f(p(z))

Th4.33 a = f(z) + p(f(z))

45 Etude des mod&es

Nous allonsdans cette section étudier les modé es delathéorie présentée dans | es sections précédentes,
gue nous noterons ST, et qui correspond aux axiomes 4.1-4.29. Nous suivrons le méme genre de dé-
marche que (Asher et Vieu, 1995) et nous reprenons en partie leurs résultats, notamment pour ce qui
concerne la structure de base méréo-topol ogique.

451 Définition desmoddaes

On considére un espace topologique classique (£, T'), £ est un ensemble de pointset 7' un ensemble
d ouvertssur £.

Onvaconsidérer unestructure(&, T', G, <, [-]) tellequeG C P(E). Lesopérateurstopol ogiquesseront
notés “int” et “cl”. L'intersection et I union classiques seront notées N et U. L’ ensemble G vérifie les
propriétés suivantes:

(@ £eg.

7. Nous ladonnonsici comme exemple pour montrer I'intérét des axiomes de “normalit€” et de“pseudo” linéarité.
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(b) Régularité: I'intérieur d’un éément de G n’est pas vide et est régulier (int(cl(X)) = int(X)) et
est dans G. safermeture est réguliere: (cl(int(X)) = cl(X)) et appartient aG. Les opérateurs U*
and N* désignent alors les opérateurs d’ union et d’intersection qui préservent la“régularité” des
intérieurs et des fermetures:

XU*Y=XUY Uint(cd(XUY))
XY =XnYnc(nt(XNY))

(c) s XeGet X #Edors(C(X)/e)€G (s lecomplément de X n’est pasvide, il est dansG)

(d) s XeGetYeGetint(X NY) #@,adors X N*YeG. (I'intersection N* de deux &émentsde G
est dans G si cette intersection a un intérieur non vide).

() s XeGetYeG, X U*YeG. (L'unionU* dedeux éémentsde G est dans G)

Ces propriétés caractérisent les modé es pour |’ axiomatisationde C quel’ on areprisde (Asher et Vieu,
1995) et ol on aenlevé les axiomes nécessaires ala définition du contact faible.

Nous considérons quant a nous une structure plus contrainte dans la mesure ou |’on a un ordre strict
partiel sur les points, noté <. On notera~; larelation d’ équivalence® sur les points suivante:

a2y fSetseulementsi:pourtouty (Y<asvy<8)e(a<ys 8<7)

La structure considérée a les propriétés supplémentaires suivantes, ou les |ettres grecques désignent
desé&émentsde & :

(f) pourtoutar € &€ a £ «

(9) pourtouta € £,8€ £,y €&, a< et <yimpliquenta < vy

(h) pourtoutae € £, € &,a=; 6V f<aV a<p

On définit alors, par commodité, les fonctionssuivantesde G dans G :
TPS(X)={a | e X f~a}
ffX)={a|VieXf<a}
prX)={a|VfeXa<p}

Et larelation suivante:
X <Y sietseulementsiVoe € X Vg€ Y,onaa < 3

On a encore les contraintes suivantes:

(i) pourtout X €G etY € G telsque TPS(X') CTPS(Y ) onaauss YNTPS(X ) €G
Cette contrainte est facilement compatible avec les autres puisque Y N"TPS(X ) aun intérieur non
vide puisque Y et X (et donc TPS(X')) ont des intérieurs non vides.

(j) pourtout X eGetY e Gtelsque X < Y onaaussi f*(X)eGetp*(Y)€eG.Laauss lesnouvelles
entités ont forcément un intérieur non vide et une fermeture réguliere. Cet axiome correspond aux
axiomes d’ existence du passe et du futur des entités convenabl es.
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(k) ilexiste X eGetY €G,telsque X <Y
() ilexisteX €GetY cGtelsque TPS(X)NTPS(Y) A0 e XNY =0

(m) “normalité€” de I’'univers: pour tout X € G, tel queil existeY avec X =TPS(Y') et pour tout
Z € Gt quecl(TPS(X))Ncl(TPS(Z)) # @ dorsonaauss X N Z # . |l resterait & étudier
la signification en termes de points de cette contrainte, de facon plus intuitive (elle correspond a
I"axiome 4.27).

45.2 Sémantique

Lafonction [-] est une fonction d’interprétation sur le domaine; elle assigne une dénotation dans G
aux termes du langage de la théorie spatio-temporelle présentée, et une valeur de vérité aux proposi-
tions. En notant ¢ une fonction d’ assignation de variables dans G, on donne I’ interprétation suivante
aux primitives du langage:

[Czy], =vrai si et seulementsi [z], N [y], # O

[z xy], =vra s et seulement s TPS([z],)NTPS([y],) # O

[z < y], =vrai si et seulement si [z], < [y],

On appellera S les structures contraintes par (a)-(m) et munies de I’ interprétation ci-dessus.

453 Consistancedelathéorie

L es contraintesimposées sur les structures présentées ala section précédente sont compatibles, il suffit
de considérer un exemple particulier, comme par exemple |’ ensemble construit sur ¢ avec comme
ouverts les rectangles ouverts® et pour relation d ordre < :

(a,b) < {c,d) < b < d.

Cdainduit larelation ~; :

(a,b) = (c,d) = b=d.

On vamontrer maintenant que les structures S sont des modél es de |a théori e axiomatique regroupant
les axiomes présentés section 4.3.1-4.4.3. |1 suffit pour celade montrer pour tout axiome A delathéorie
que S = A. Ayant gardé les contraintes imposées par Asher et Vieu il suffit en fait de vérifier les
axiomes des sections 4.3.2 8 4.4.3. Asher et Vieu ont de plus montré que:

[z -y], = [z], N [v],

[z +yl, =[], V" [v],

[-2], = Ce(lx],)

liz], = int([«],)

9. Définis par deux points {ao, bo ) €t (a1, b1) de (QU { +oc, —oo })?, avecao # a1 ethy # by ; le rectangle correspon-
dant al'ensemble { (a,b) € @ |ao < a <ayetby <b<b }
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[ea], = cl([2],)

— lesaxiomes4.11 a4.14 sont vérifiés de fagcon évidente par ladéfinition delasémantiquede < et
¥, L'axiome 4.19 est trivialement vérifié également. L’ axiome 4.20 est vérifié car Pzy implique
directement que TPS(z) CTPS(y) et doncz C, y.

— I’axiome 4.15 est vérifie car:
X <Y eTPS(Y)NTPS(Z) # O et Z < T impliquent d’'une part que pour tout o« € X3 €
YvyeZbeU, a<pety <0 Q) etdautrepatqueds; € Y Iy, € Z (2 = 72 (2). De(1)
et (2) on déduit donc que:
Va € XV e U (a < [y =4 72 < 6),dola < §etdonc X < U.

— I'axiome 4.16 en vérifiant que X < Y etnon X < Z impliquequ onapas TPS(Z) CTPS(Y).
En effet la deuxieme conditionimplique 3o € X tel queVj3 € Z —a < § d ol par linéarité,
soit (1) il existeun 5 ~; « et donc TPS(Z)NTPS(X) # O et comme par hypothése (X < Y)
onaTPS(Z)NTPS(Y) = @, onabienlaconclusion. Soit (2) V3 € Z 5 < o, d’ ol € f*(Z).
Alorsde Z < f*(Z), TPS(f*(Z))NTPS(X ) et X < Y on a(de par lavérification de|’axiome
4.15) Z < Y etdonconn'apas TPS(Z) CTPS(Y).

— lesaxiomes 4.17 et 4.18 sont vérifiés grace ala condition (j).

— Lesaxiomes 4.22 et 4.21 sont vérifiés grace aux conditions (k) et (1).

— Lesaxiomes 4.23 et 4.24 sont trivialement vérifiés puisquel’interprétation de la somme est U*.
— L'axiome 4.26 est vérifié grace alacondition (i).

— L'axiome 4.27 est vérifié avec la condition (m)

— L'axiome 4.29 est vérifié car les entités ayant un intérieur non vide, elles ont forcément une ou
des composantes connexes qui sont alors temporellement connexes, et il existe une somme de
ces composantes qui est maximal ement connexe temporel lement.

— L’axiome 4.28 est vérifié avec la condition (h). En effet, en considérant X et Y dans G, pour
toute composante maximalement connexe temporellement de X et toute partie connexede Y,
ona

454 Complétude

Nousallonsreprendreladémonstration de (Asher et Vieu, 1995) qui prouvelacompl é&udede | eur théo-
rie par rapport aux structures vues plus haut, en gjustant les conditions anotre théorie (nous |’ appelle-
rons ST) puisqu’ elle étend leur théorie de base. La complétude revient ala complétude d’ une théorie
du premier ordre particuliere, que Asher et Vieu prouve en suivant laméthode de Henkin, qui s appuie
sur les troislemmes suivants:

Lindenbaum: tout ensembl e consistant de formules de ST peut étre &endu en un ensemble consis-
tant maximal.
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Lemme de saturation: tout ensemble consistant 32 de formules de ST peut étre é&endu en un en-
semble saturé X' dans une extension du langage avec les constantes g, ¢4, ..., tel que X' - 3z A —
A(c;/z) pour toute formule A avec une variable libre et ¢; est un témoin pour z.

Lemme de Henkin: tout ensemble maximalement consistant saturé X de formules de ST donne un
modéle My, tel que My, = ¢ Si et seulement si ¢ € X.

Les preuves des deux premiers lemmes sont standards, seul le dernier demande que I’ on précise la
fagon de construire les modéles. De méme que Asher et Vieu, les objets de la théorie étendue en 32,
(maximalement consistant et saturé) sont les classes d’ équival ences des constantes de la théorie (for-
mant un ensemble X.). Ces classes sont les ensembles ¢, = { ¢; |~ Fst ¢; = ¢, }. Laconnection
correspondant a une intersection non vide, les objets de |a théorie doivent étre représentés par des en-
sembles de points qui sont construits par ultra-filtres comme on I'a vu au chapitre 3. Nous rappelons
ici leur construction:

Point intérieur « est un point intérieur (IP(«)) Si et seulement si :
(@ YaVy ((z€a A yea) —» (Ozy A z-yca)))
(b) VaVy ((z€a A Pzy) > y€a)
(©) a0
(d) « est maximum par rapport aux conditions précédentes.
Point frontiére « est un point frontiére (BP(«)) si et seulement si :

(@ Fzdy (z€a A yea A ECzy)

(b) VaVy [(z€a A y€a) = ((Ozy N z-y€a)V
Jd3z(z€a AN tea N Pza N Ply N ECzt))]

(€) VaVy ((z€a A Pzy) — yca)
(d) « est maximum par rapport aux conditions précédentes.

On adonc aussi que tout point o appartient a X... Les ensembles de points sont donc les ensembles
suivants:

¢, =4{al (IP(a) V BP(a)) AN ¢, €'}
Ledomainede My, estdonc D, = {c}; | ¢, € X.}. L'interprétationd’ une constante c,, est alorsun

élément du domaine [c, ] = ¢. On définit ensuite larelation d ordre sur les points par (cf. ce qui se
fait en logiquetemporelle, chapitre 3) :

a<fETFucavep (u<v)

Et[z <y],=VaVB(z€a A yep)— a<p).
Larelation de contemporanéité est définie par 1°:

ary fEVu(ucea— Iwweh AvCiu) A (uef— Fv(vea A vCiu))

Le modéle quel’on consideére est donc défini par cette fonction d’ interprétation et par D a4, .

10. En reprenant une définition classique d’ équivalence de filtres, comme dans (Whitehead, 1929), et I en adaptant pour
le temps.
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I faut maintenant montrer My = ¢ ssi ¢ € 3. Suivant en cela (Asher et Vieu, 1995), lapreuve se
faisant par induction de fagon standard, il suffit de montrer que celaest vrai pour les clauses de base
(relations primitives et termes constants), ¢’ est-a-dire de montrer que:

— My EC(a,b) ssi C(a,b) € . Asher et Vieu ont montré que cela est assuré par la construction
par ultra-filtres et les axiomes de base.

- My EFaxbssi(axb) € ¥. Onrappelequel’interprétation de est: [u x v] est vraie si et
seulement si Ja3p (v € o A v € () et a =4 f3.

- My Eu<vssu<ve?.

On vatout d'abord montrer quel ques propriétés des relations introduites sur le modéle.
Larelation < estirréflexive:

Th434 -a < «

En effet, par définition d’ un point, Vo € aVy € a Czy, d'ou z x y €t donc
Ve € aVy € a(—az <y A -y < z).
Larelation < est également transitive:

Th435 (a <3 A f<y— a<7)

En effet, par hypothése, 3z € a,y € 8,z € B,t € y(z <y A z < t) et puisgue z et y appartiennent
aun méme point, on aCyz et donc y x z, puispar I’axiome detransfert (4.15) onaz < t d ol « < 7.
Ainsi < est également antisymétrique, et est bien un ordre strict sur ledomaine. Si on considére main-
tenant larelation ~;, on vérifie que c'est bien une relation d’ équivalence:

Réflexivité Vu € a,uC;u d'olla ~; «

Symétrie la définition de =, &tant symétrique par rapport a « €t 3, larelation I’ est aussi :
axy [ O a

Transitivité supposonsa =, § et 3 ~; v. AlorsVu € a3v (v € f A vCyu) etdonc3w € v (wCy
v) ; par transitivitedeC, onobtient Vu € adw (v € v A wCyu) ; I"autremoitiéde ladéfinition
de ~; se montre de facon similaire, larelation éant symétrique.

On aaussi les propriétés suivantes:
Thd36 ax=; fVy (v<aeoy<0) A (a<ye <7))

Preuve:

Vyvy<a— JueyFvecau<v

deplusa=; f§— Jw e fwCiu

dewCiuetu < wvontirew < v (Th. 4.8) etdoncy < 3.
Les autres inégalités se montrent de la méme fagon.

Un corollaire de ce dernier théoréme est égal ement:

Th437 a=:f— (= <a A ~a<f)
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Si on considére un domaine atomique, on peut aussi montrer facilement laréciproque, et donclalinéa
rité temporelle:

Th438 a~; fV f<a V a<f

En effet, si on considere des régions atomiques, les points sont tous engendrés par des atomes: les
points intérieurs sont des ensembles de régions contenant un méme atome, et |es pointsfrontiéres sont
engendrés par deux fermetures d’ atomes en connection externe (et sont |’ ensembl e des régions conte-
nant au moinsunede ces deux régionsgénératrices). Danslaplupart descasréalistes|esreprésentations
que I’on utilise sont finies (¢’ est d’ailleurs un des intéréts d’ une représentation qualitative), donc ato-
miques. L’ autre cas correspond a une suite de régions emboitées |es unes dans les autres al’ infini, qui
converge vers unelimite assimilable aux pointstels qu’ on les congoit classiquement. En toute rigueur,
il faudrait montrer |e théoreme précédent dans le cas général (une conjecture qui parait raisonnable),
mai s nous nous contenterons de cette version affaiblie dans la suite de ce travail.

Ladémonstration seraméene auneétude de cas, fastidieusemaissimple, apartir delanature des points:

1. onadeux pointsintérieurs: IP(«) et IP(5). Alorsils sont générés par deux atomes respective-
ment u et v. Les seules relations temporelles possibles entre ces deux atomes sont . < v ou
v < uwouu =; v (cf th. 4.26), ce qui donne immédiatement, respectivement pour chaque cas,
a<p3,08<a0uay .

2. on adeux points frontiéres: BP(«) et BP(3). Alorsils sont générés par deux couples de ré-
gions en connexion externe, respectivement uq et uy, €t vy et vy, tels que ECuquy et ECvqus,
et AT (i(uq)), AT (i(ug)), AT (i(v1)), AT(i(ve)).

Les cas possibles de rel ations temporelles se réduisent aux situations suivantes:

(@) i(u1) =¢ i(ug); alorssoit i(vy) et i(vy) sont également équival entstemporellement & zuy
et o = 3, Soit iv; OU vy Sont ordonnés par rapport aux autres, par exemplei(vy) < i(uq)
etalors g < a.

(0) i(u1) < i(ug) (oul’inverse). Alorssoiti(vy) =; i(v) €t on est ramenéaun cassymétrique
du précédent, soit par exemplei(vy) < i(vq). Suivant larelation (<, >, =;) liant i(u,) et
i(vy) onaaorsa < fouf < aoua =y f.

3. onalP(«a) et BP(3). On ales mémes situationsque précédemment avec deux pointsfrontiéres,
mai s avec des cas en moins a considérer (puisquele point intérieur n’ est généré que par un seul
atome).

On revient maintenant aux deémonstrationsde:

- My E axbss(a3xb) € X. Onmontrelerésultat intermédiaire suivant, en restant dans un
domaine atomique:

Th4.39 (a/u) €a— B (uES A a=;f)

En effet :

1. pour un point intérieur, soit o est généré par un atome z, avec Pz(a/u), et dans ce cas
z Cyu d' ou Ju/z qui est temporellement atomique (et donc par lalinéarité de la structure
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de points, tous ses points sont contemporains), d' ou il existe 3, (u/z) € § etdoncu € 3
et ce point est tel que 5 ~; «. SOit o N'est pas généré par un atome; donc pour tout
z € « onpeuttrouver y € « avec Pyz, et onest sir quaun momentonay C; a/u;
dorsil existeu/y, u/y =; y, e donc on est sir que la série de régions déterminant o &
une série correspondante dans « qui va donc définir un point, par construction celui-ci est
contemporain a «.

2. Danslecasou « est un point frontiere, il est soit généré par deux fermetures d’ atomes en
contact et au moins!’ un des deux (appelonsle z) estinclustemporellement dans«, et donc
onfait leméme rai sonnement que ci-dessus: «/iz détermine au moinsun point intérieur de
w. Soit le point frontiére est généré par deux sériesinfinies de régionsen contact 2 par 2 et
lasuitedes intérieurs d’ un des deux va donner un point intérieur auquel on peut appliquer
le raisonnement du 1)

Onvait ici I'importance de |’ axiome d’ existence des tranches (4.26) et laraison dela définition
de la contemporanéité par une inclusion temporelle des & éments de deux points.

On revient maintenant au résultat qui nous intéresse sur x:

e supposons « 3 v aors par la “normalité€’ de I'universon a C(a/u)(a/v) €t donc il existe
ar,af/u € ay eta/v € aj.onadorspar lethtoreme 4.39: Jay v € ay A ay = o €
Jaz v € a3 A ag = aq €t donc par transitivité de =; on oy =; a3 et donc My = uCto.

e supposons maintenant que My, = uCtv; dorsdadf (v € a« A v € [ A a = (). dela
par définitionde=s; ontiredz € B 2 Cyu; z € fimpliqueCzv etdoncz x v et avec z C; u
on afinalement u x v.

On adonc bien vé&rifieque My |= uxv ssi (uxv) € Y.

— Pour montrer My = u < vssiu < v € X: lesensdirect est évident par définition de < et de
< dansDpy,,. Onaeneffet u < v € L impliqueVaVs (v € a A v € B) = a < ).
Réciproquement on montrequesi —u < v € X adorsonaMy | —u < v:ily alespossibilités
suivantes (d’ aprés I’ axiome de “linéarité” 4.28) :

— v < wu:danscecas sionprenda,u € aet 5,v € 3, pourtout z € o, Cxu et doncz x u
et deméme pour tout y € 3, y % v; Si on pouvait avoir z < y enplusdeuxz et v < u,
par I'axiome de transfert on aurait aussi v < y ce qui est incompatible avec v x y. d’ ou
findement, My E —u < v.

— v x uw mais dans ce cas on amontré que My = u x vetdonc My E —u < v, parla
sémantique de<.

— BETW(u, v): d'ouil existeuy, vy, uz telsque Puyu A Pugu A Pojv et uy < v < ug.0nN
peut alorsprendrea et f avec v, € v etuy € fetonaf < a; de Pujuontireu € g et
demémev € aetdoncdf,u € fetda,v € aaveca < fd'ou My |E —u < v.

— BETW(uv, u) : onfait laméme démonstration en prenant cettefoisv, , v, et u; telsquev, <
uy < vq € en considérant des points contenant u; €t vs.

Il resteavérifier quelemodé eainsi construit est bien un modé edelathéorie ST. || faut donc vérifier
les conditions (a)-(m). I nous faut pour celaavoir une structure topologiquesur D x4, . L’ ensemble de
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tousles pointsest d§adonné, c'estI’'uniondes{ ¢ | ¢,, € 3. }, notonsle U. Nous prendrons comme
ensemble des ouverts les ensembl es suivants, suivant en cela (Asher et Vieu, 1995)

{c|en € et - OP(e,) }

{0}
{UX| X C{|c, € et OP(ey,) } }

Ce qui donne bien une topologie (I’intersection est un ouvert, grace al’ axiome 4.10, I’ ensemble vide
et I'univers U en font partie, et par construction I’ union d ouverts est un ouvert) , non vide grace no-
tamment al’ axiome 4.22 et la construction par ultra-filtres. Si on reprend |es conditions portant sur les
structures S, on peut voir quel’ on a dga vérifié ci-dessus les conditions (8)-(€) en reprenant en partie
la structure de Asher et Vieu, et on amontré au fur et a mesure les conditions (f)-(h). Les conditions
restantes sont respectivement vérifiées grace aux axiomes suivants:

— (i) gréce al’ axiome 4.26.

— (J) gréce aux axiomes 4.17 et 4.18.
— (k) gréce al’axiome 4.22.

— (I) gréce al’axiome 4.21.

— (m) gréce al’ axiome 4.27.

Finalement par leslemmes de Lindenbaum, de saturation et de Henkin, on obtient que tout ensemble
consistant de formules pour ST a un modéle dansla classe des modéeles S.

4.6 Conclusion

Nous avons donné ici une théorie méréo-topol ogique de I’ espace-temps en montrant les correspon-
dances avec une structure de points sous-jacente.

L’ espace-temps ainsi modélisé donne un espace relatif : il n'y a pas de colocation d’ objets a des mo-
ments différents (I’ expression “tel objet occupe |’ espace qu’ occupait avant lui un autre objet” est donc
dénuée de sens), mais on peut considérer que le temps a une existence a part (viales tranches d’ uni-
vers) car il y alapossibilited’ exprimer la simultanéité de deux régions spatialement différentes. Les
propriétés de cet espace-temps en font donc un outil bien défini pour pouvoir maintenant rai sonner sur
le changement spatial. En particulier les probleme des paradoxes liés au changement, que |I’on avus
dans |es chapitres précédents, sont résolus dans un tel cadre. Nous allons maintenant nous pencher sur
une caractéristique essentielle du mouvement, et qui est un peu au mouvement ce que laconnexité est
al’espace: lacontinuité.



