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Résumé

Les cyclides de Dupin ont connu un essor en C.A.O./C.F.Aefuid une vingtaine d’années en permettant de
réaliser des jointures entre surfaces indépendamment gafdamétrisation de ces derniéeres. Afin d’augmenter
leur attrait, plusieurs algorithmes de conversion de caur de cyclides de Dupin en carreaux de Bézier
rationnels biquadriques ont été congus. En nous appuyariesuésultats de ces algorithmes, nous construisons,
en utilisant un G.I.E.S. (I.F.S. non stationnaire), un @au de cyclide de Dupin en partant seulement de neuf
points de contréle. De plus, a chaque étape du processus,smnaissons le plan tangent au sommet construit a
la surface quartique sous-jacente. Notons que le calcupdégs ne se fait que par intersections de plans affines.

Mots clefs :G.I.F.S., cyclide de Dupin, regle et compas

Dupin cyclides are the centre of interest for twenty yearsabse they permit blends between surfaces without
parametrisation considerations. To increase their appsaVeral conversion algorithms of Dupin cyclides patches
into rational biquadratic Bézier surfaces have been dgyeth From the results of these algorithms, we build,

using a G.I.F.S. (non-stationary IFS), cyclides Dupin pats from nine points. Moreover, at each step, we build
tangent planes to the underlying quartic surface at eaclexeNote that the computation of points is done only

by intersections of affine planes.

Keywords G.I.F.S., Dupin cyclide, ruler straightline and compass

1 Introduction lignes de courbure sont circulaires. C’est en nous basant su

En CAO/CFAQ, il existe plusieurs fagons de construire ces propri€tés ainsi que sur les proprié.tés géométringas de
une surface : nous pouvons utiliser une équation paramé- points de contrdle d'une surface de Bézier rationnellediqu
dratique, obtenue par conversion d’un carreau de cyclide de

trique, une équation implicite, un processus de calcul des ) el i
sommets (surface de subdivision, (G.)I.F.S.). Il est avant DuPin [Prad0,Ued95,Gar07], que nous développons nos dif-
férents algorithmes.

geux de manipuler une surface possédant a la fois une équa-
tion paramétrique (pour la visualisation de carreaux) et un Afin de mener a bien notre travail, nous nous appuyons
équation implicite (pour les calculs d'intersections ehde sur la construction, d'arcs de cercles tout en restant dans
males) de degré pas trop élevé afin d’avoir des calculs re- I'espace affine. Notons que la construction lors de ['itéra-
lativement simples. Les cyclides de Dupin répondent a ces tion n + 1 peut se faire a la régle et au compas a partir
criteres. Le but de cet article est d’établir un processtts it  de la construction obtenue a I'itératian Ceci est possible
ratif par un G.I.F.S. permettant de construire un carreau de [Garl0] en utilisant les courbes de Bézieréﬂ} et l'algo-
cyclide de Dupin. rithme de De Casteljau [Cas85].

Les cyclides de Dupin ont été inventées en 1822 par le  D’autres méthodes de constructions d’'arcs de cercles et
mathématicien frangais P. Ch. Dupin [Dup22] et nous ne de carreaux de tores sont possibles en utilisant des sur-
considérons ici que celles qui sont de degré 4. Elles peuvent faces de subdivision et des masques appliqués a des ma-
étre définies, de deux fagons, comme enveloppes d'une fa-trices [MWWO01]. A notre connaissance, c'est la premiére
mille a un parametre de spheres ce qui fait que chaque cy- fois qu’une telle approche concerne les cyclides de Dupin et
clide de Dupin génére deux faisceaux de plans. De plus, leurs nous faisons remarquer que nous ne considérons que des cri-
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teres géométriques. De plus, a chaque étape, nous construi{ou N; désigne un entier strictement supérieur a 1), on défi-
sons quatre sommets sur la surface, les autres points permetnit les opérateursl’* par :
tant de connaitre le plan tangent a chague sommet précédent.

. > N;—1
Etant donné que I'algorithme 2 peut conduire a un tore, nous i ! (4)

. ) ! . W'K)= |J T;K
traitons aussi le cas de ce dernier dans I'annexe A. 20 J

Apres quelques rappels sur les LF.S. et les G.I.F.S., 1es hoyr tout compack de E. Lattracteur associé au G.I.F.S.
courbes de Bézier et les cyclides de Dupin, nous présentonsggt -

une méthode de construction de neufs points représentant un ) ; 5 1
carreau de cyclide de Dupin. Ensuite, nous déterminons les A= jl'_(“oo Wlo- oW o W (K)
paramétres de la surface sous-jacente a cette famillet Avan

de conclure et de donner quelques perspectives, hous propo
sons un algorithme itératif permettant de construire le car
reau de cyclide de Dupin par un G.I.LF.S. enrestantdans I'es- 2.2 Courbes et surfaces de Bézier
pace affine et en n’utilisant que des reports de longueurs et
des propriétés d'incidences.

0u K est un compact non-vide quelconqueide

En considérant les polyndmes de Bernstein de degré 2 :
Bo(t) = (1— )%, By(t) =2t (1—t) et By(t) = 12
2 Etatdelart une courbe de Bézier (rationnelle quadratique), de pomts d

contr6le pondérésFy; 1), (P1;w) et (Py;1), notée dans la

L'espace affine euclidien usuefs, d'espace vecto- : : -<
suite de l'article paRQBC (Po; P1; Po;w), est définie par :

. L, =7 . N .
riel attaché &3, est muni du repére orthonormal direct

s = — — —
(o, 7,7, k) OMiE) = BoORo+wBi(1)OP + Bo()OFs )
. : . . N Bo(t) +wBy(t) + Ba(t

Nous introduisons les deux notations suivantes : o) +whBi(t) 2()

e si nous avonsz + b # 0 alors bar {(A;a);(B;b)} out € [0,1]. Pour que la courbe de Bézier représente un arc
désigne le barycentre des points pondé(résa) et de cercle d’extrémitéPo et P», nous devons avoir les deux
(B;b); conditions suivantes [Far93, Far99, Gar07] :

o si (A;);c; est une famille _de points ,alors P c [POPZ]L ie. PoP=PP
Aff {(A;);c;} est lespace affine engendré par —
ces points. lw| = cos(Popl; POPZ)

oll [AB]* désigne I'hyperplan perpendiculaire au segment
2.1 LFESetG.LFS. [Afg} er{ son it 1Y PETPIAN PEIP 9

Un L.F.S. (Iterated Function Systems) [BD85,Bar88] s'ap-
puie sur le théoreme du point fixe, dans un espace métrique
complet, appliqué sur les compacts en utilisant un opérateu
appelé opérateur de Hutchinson [Hut81]. Etant donné un es-
pace métriqué E,d), un I.F.S. est un ensemble fini d’opé-

rateurs{T; };c o,y 1 contractants su¥’ pour la distance

Pour obtenir un arc de cercle, le triandgteP; P, doit étre
isocele enPy. L'algorithme 1 décompose ce triangle isocéle
en deux triangle$y N1 N3 et N3N, P, isoceles respective-
ment enN1 et N,. Le point N3 est un point du cercle tandis
que la droite{ N1 V) est la tangente au cercle &, figure
1. Ainsi, deux polygones sont construits, celui des sommets
et celui des tangentes [Gar10].

Pour tout |.F.S., il existe un unique compattel que : L'algorithme 1 peut s’écrire formellement en s’inspirant

N-1 de la théorie des G.I.F.S. a l'aide de deux applications
A= Ti(A) 1 T§C et Tf¢, de P2 x |—1;1] dans lui-méme, définies par :
i=0
ou A4 est appelé attracteur de I'l.F.S. et la formule (1) traduit Po o
la propriété d'auto-similarité del. Davantage de détails sur Py bar {(Po;1); (Priw)}
les I.F.S. sont disponibles dans [Gen92, Tos96, Zai98]. T§® = | bar {(Po:1);(Pr20); (P2 1)} (3)
P e ' ' '
Les G.I.F.S. (Generalized - IFS) [And92] décrivent des 1w
processus de construction itératifs non-stationnairesnet w \V o

gendrent une variété de formes plus grande. Etant donné un
espace métriquél,d), a partir d’'une famille infinie d’en-
sembles d’opérateurs contracta{ifs’ } ;i avec

F)={T}}iz1,... N1

© REFIG 2011.
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Figure 1: Déroulement de I'algorithme 1 sur une profondeurdeles pointsPy, Pooo, Poo, Po10 €t P> appartiennent a I'arc
de cercle tandis que les droité&yP100), (P1ooP101), (P1o1P110), (P110P111) et (P111F2) sont les tangentes & I'arc de cercle.

et:
P bar {(Po;1);(P1;2w); (P;1)}
I bar {(Pi;w); (P2 1)}
T = @)
1 P, P
14w
w _
2
Comme la relation avec le radical traduit le
fait que l'angle est divisé par deux, il est pos-
sible de linéariser nos applications contractantes
Py Po
P bar {(Po;1);(Pr;w)}
Tocel — b L ) ) ) (5)
P ar {(Po;1); (P1;2w); (P2 1) }
9 0
2
et:
Po bar {(Po;1);(P1;2w); (P2 1)}
l P bar {(Pi;w); (P2 1)}
Tce — (6)
1 P, P,
9 9
2

et I'obtention de la bonne valeur lors du calcul effectif se

© REFIG 2011.

fait par :

w = cosd

Algorithme 1 : Construction d’un arc de cercle, dans le plan
affine, par un IFS affine non stationnaire.

Entrée : Soit Py, P; et P, trois points non alignés dg tels
quePoPl = P2P;|>\

. —_—— ——
Soitw = cos(PoPL POPZ).

- Procédure FractCerclBg,P1,P>,w)

1. SOitNl = bar {(PO; 1) ) (Pl;w)}.
2. SOith = bar {(Pz; 1) ) (Pl;w)}.
3. SoitN3 le milieu du segmentN1 No].

1+w
4, w=4/——.
O VA

5. FractCerclely,N1,N3,w).
6. FractCerclelys,No,Po,w).

Sortie : un arc de cercle d’extrémitd% et P, et ayant pour
tangentes les droitds$p Py ) et (PoPy).

Une surface de Bézier (rationnelle biquadratique), figure

7(b), de points de controle pondér(é&j;wij)<i_j)e[0_2] est



92 L. Garnier - C. Gentil / Construction itérative de cyclide Depin

I'ensemble des pointd/ (u;v), (u;v) € [0, 1]2, définis par :

2 2
ZO ZO wij B (u) Bj(v) OP;
1=0 9=

2

i 20 wij By (u) Bj(v)
1=07=

ou la famille de points(P;;) ;.. 0.9
appelé polyedre de contrble.

OM (u,v) = @

forme un polyédre

2.3 Cyclide de Dupin

Dans le reste de cet article, le terme cyclide de Dupin ex-
clut les cas du tore et de I'union de deux sphéres. Cependant,
le cas du tore sera traité en annexe A. (@)

2.3.1 Définition

Une cyclide de Dupin est I'image d'un cone de révolu-
tion, d’un cylindre de révolution ou d'un tore de révolution
par une inversion. Plusieurs autres définitions équivagent
des cyclides de Dupin sont possibles [Dup22, Dar17, For12,
Gar07]. Une cyclide de Dupin dépend de trois paramétres
a etc # 0 avecc? < a?. Selon les valeurs relatives de ces
trois parametres, il existe plusieurs types de cyclidesue D
pin [GarQ7]. Pour des raisons de commodité, le parametre :

b=+va?2—¢c?

N
est alors introduit. Il existe un repé(@,%’,g_&,ko), ap-
pelé repére de la cyclide de Dupi® (est appelé le centre
de la cyclide de Dupin) tel que celle-ci admette une équation
paramétrique de la forme :

11 (c — acos) cosy) + b2 cosh
a — cCos) cosy
bsind x (a — pcosy)
a— ccos cosy
bsiny x (ccosd — )
a— ccos cosy
ainsi que deux équations implicites équivalentes, obtenue
par M. Forsyth [For12] et aussi par M. Darboux [Darl7] en

explicitant I'enveloppe des spheres définissant une ayclid
de Dupin :

Fq(0,9)= ®)

2
(x2+y2—|—22—,u2+b2) —4(ax—c,u)2—4b2 2-0

2
(m2+y2+zz—u2—bz) —4(cx —ap)’ + 4222 =0

A partir de I'une des formules précédentes, il est évident qu Figure 2: Trois types de cyclides de Dupin.

les planspy et P, d’équatio_ns respectiveg= 0 etz :Q (a) : en anneau, notée CD4A, i@< |c| < |u| < |a].
sont_ deux plans de symétrie orthogonaux de la cyclide de (b) : & croissant externe, notée CDAE, Dex || < |c| < |al.
Dupin. (c) : acroissant interne, notée CD4I, i@< |c| < |a| < |-

(© REFIG 2011.
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-

Figure 3: Cercles de courbure d’'une CD4A. En bleu : trois
méridiens i.e.f est constant dans I'équation (8). En ma-
genta : trois paralléles i.e)) est constant dans I'équation

).

2.3.2 Propriétés des cyclides de Dupin

Les lignes de courbure d'une CD4 sont des cercles tels
qued ou ) soit constant dans la nappe paramétrée (8).

Pourdy fixé, les deux cercles de courbure, définis @ar
etfp+ 7, se situent dans le plan d’équation :

asin(fp) x — bcos(fy) y = pesin(fp) 9)
La droite/y,, intersection des plans d'équatin = <)

et (y = 0), est commune a tous ces plans (lorsque I'on fait
varierfp), figure 4(a).

Pouryyg fixé, les deux cercles de courbure, définis par
et — g, se situent dans le plan d’équation : (b)

csin(yo) = — bz = pasin(yo) (10) Figure 4: Intersections communes des plans contenant les

cercles de courbure. ()2 est constant. (b)) est constant.
LadroiteA,,, intersection des plans d’équatin = %) (@ b)e

et (z = 0) est commune a tous ces plans (lorsque I'on fait

variery), figure 4(b).

(resp.Oy) le centre du cercl€; (resp.Cp). Soit p1 (resp.
p2) le rayon du cercl€; (resp.Cy) avecps > p > 0. Pour
obtenir une CD4A ou CD4E, nous devons avojs i, d'ou :

L'intersection de la cyclide de Dupin avec I'un de ces
plans de symeétrie est I'union de deux cercles, chaque cercle
étant appelé&ercle principal. La figure 5 illustre les cercles

principaux d’une CD4 ainsi que les droitdg, A, et Ao, (caip) = 0102 . p1+p2.p1—p2 (11)
perpendiculaire commune &y et A,. Les cercles princi- " 2 2 ' 2
paux dans le pla®, (resp.P:) sontdi eth (resp.Cf et tandis que pour obtenir une CD4l, nous devons aveir v,
— e ar
C’Zf’). Jo estun vecteur directeur unitaire dg tandis quékg dol:
est un vecteur directeur unitaire dg. 0102 p1—p2 p1+p2
. - ) (c:a:u)=( > K 2p;p 2p) (12)
La connaissance de deux cercles principaux permet de dé-

terminer les paramétres de la cyclide de Dupin lorsque le
type de cette derniere est connu.

Par exemple, prenor@; et C, les cercles principaux de
la CD4 dans le plan d’équatiofr = 0), figure 6. SoitO1

(© REFIG 2011.



94 L. Garnier - C. Gentil / Construction itérative de cyclide Depin

Figure 5: Cercles principaux d’une CD4 et droites des fais-
ceaux. (a) : CD4A. (b) : CD4E. (c) : CD4l.

(b)

Figure 6: Cercles principaux d’'une CD4 darB.. (a) :
CDA4A ou CDA4l. (b) : CD4E.

2.3.3 Surface de Bézier obtenue par conversion d'un
carreau de cyclide de Dupin

Plusieurs auteurs ont travaillé sur la conversion de car-
reaux de cyclides de Dupin en surfaces de Bézier (ra-
tionnelles biquadratiques) [Ued95, Pra90, GarQ7]. Ledlitav
consiste a prendre deux couples de lignes de courbure dé-
finies respectivement pdly et 61 d'une part ety et ),
d'autre part, figure 7. Ces deux couples délimitent, dans le
cas général, quatre carreaux et chacun d’entre eux peut étre
converti en une surface de Bézier.

Nous donnons les propriétés géométriques des points de
controle(P;;) . ; ;< Aui nous serviront dans les différents
algorithmes, figure 8, [Deg94]. Le tableau 1 synthétise les
relations d’appartenance des points et droites aux plams de
deux faisceaux [ABG09], o, etA, sont les droitedy ou
Ay. Ainsi, quatre types de plans interviennent :

e les pointsP; o, P;,1 et P;,2, io € [0; 2], définissent trois

plans du premier faisceau ;

e les pointsPy;,, Pij, et Py, jo € [0;2], définissent

trois plans du second faisceau;;

e le plan contenant les quatre sommé&p, Poo, Poo et

P> du carreau ;

(© REFIG 2011.
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(b)

Figure 7: Surface de Bézier obtenue par conversion d’'un
carreau de cyclide de Dupin. (a) : quatre carreaux de cyclide
de Dupin. (b) : un des quatre carreaux représenté par une
surface de Bézier.

Plan Type Droite Points
Po Faisceau A, Poo, Po1 et Poz
P1 Faisceau | Aq Pio, P11 etPrp
P, Faisceau A, Poo, Po1, et Py
Qo Faisceau Ay Poo,P1o €t Pro
01 Faisceau Ay Po1, P11 etPy
0, Faisceau o, Poz, Pz et Py

Pry, Tangent Poo, Foi et Pio
P | Coplanaires Poo, P20, P22, Poz2

Table 1: Droites et points appartenant aux différents plans.

e les plans tangent®p,,, Pp,,, Pp, €t Pp,, & chaque
sommet du carreau.
Remarquons que le pointPyj

appartient aux

quatre plans tangents a la surface de Bézier aux

quatre sommetsPyg, Po2, Poo €t Ppp. Par exemple,
le plan tangent en Py est défini aussi par les
deux autres pointsPp; et Pig. Ainsi, nous avons

Figure 8: Propriétés géométriques des points de controle
d’'une surface de Bézier obtenue par conversion d'un car-
reau de cyclide de Dupin.

Noms Propriétés

(PG1) Poo, Po2 , P22 et Pyg sont cocycliques

(PG2) Po1€ [PooPo2l™ P € [PaoPao™
Pio€ [PooPa™  Pr2 € [PooPaol™

(PG3) PooP1o L PooPor  Poz2Por L Po2P12
PyyP1o | PooPr1 ProPa1 L PooPio

Table 2: Propriétés géométriques vérifiées par les points
de contrdle d’'une surface de Bézier obtenue par conversion
d’'un carreau de cyclide de Dupin.

Dans le cas des cyclides de Dupin, des propriétés eucli-
diennes viennent compléter les propriétés précédentes, ta
bleau 2 :

e les quatre sommet&yg, Poo, Poo et Po» sont cocy-
cligues;

e les bords du carreau, modélisés chacun par une courbe
de Bézier particuliére, sont des arcs de cercles ce qui in-
duit le fait que chaque point de controle intermédiaire le
long d’un cété doit appartenir au plan médiateur du seg-
ment défini par les deux autres points, propriété (PG2);

e Les bords du carreau sont des lignes de courbure de la
cyclide de Dupin ce qui implique que les deux vecteurs
tangents a chaque sommet sont orthogonaux, propriété
(PG3).

Les conditions a vérifier ayant été établies, il est possible

de donner les différents algorithmes permettant de régondr

P N ) I
1 a tous les points de notre problématique.

€ Aff {Poo; Poy; Pro} NAF T { Pog; Pr2; Po1}
N Aff {PZO; Poy; PlO} NAf f {P22; Py Plg}

(© REFIG 2011.
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3 Construction et description du schéma itératif Algorithme 2 Construction d'une famille de neuf points dé-

. . L finissant un carreau de cyclide de Dupin.
Ce paragraphe se décompose en trois parties : construc- _
1. Choix des quatre sommet%g, Po2, Po2 et Pyg sur le

tion initiale de neuf point§ P;;),_, ;<2 détermination de 0 SUF
la cyclide de Dupin induite par ces points ; définition des ap- cercle de centr®), de rayon/t dans le plan d'équation
plications contractantes. Il suffit d'en avoir deux dansde ¢ z=0.

général des cyclides de Dupin et de les appliquer une fois en 2. Choix du pointPy1 (0;0;211), 211 € R,

ligne, une fois en colonne. Dans le cas particulier dutdre (C 3. Choix dePyg € [PooPoo] ™ — {P11} et détermination de
annexe A), nous devons distinguer le cas des lignes et des P, = Af f {Poo; Pr1; Pio}, plan tangent & la future sur-
colonnes puisqu’une des droites des faisceaux de plaris n'es  tace enpy,.

plus dans I'espace affine. Nous devons donc définir quatre
applications contractantes.

4. Détermination des poiniy1, P»; et Py, par :

Point Appartenance et orthogonalité
3.1 Initialisation du schéma itératif n
P Po1 € Ppy, N[Pooloz]
L'algorithme 2 permet de construire : 01 -y -
e les sommet$o, Poo, P22 et Pog du carreau pris sur le FooProe PooFo1 =0
cercle de centré® et de rayonR ce qui fait que le plan N
P a pour équation =0; Poy Py1 € AT f {Pag; P11; Pro} N [P20P22]
e le point d'intersectionPy; de§ plang tangents aux: P—>20P10' PTOP21 -0
guatre sommets appartenant a la droite perpendiculaire
a’P passant pa@ ; o 1
e les pointsPy1, P>1, P1o et Poq contrdlant les tangentes Pio Pip € Af T {Po2; P11; Po1} N [Po2P>2]
aux courbes coordonnées du carreau : PooPo1e Py2P12=0

o le point Py, distinct deP;1, appartient au plan mé-
diateur du segmerjtPy0P,0] ce qui fait que le plan
Pp,, est déterminé par les poini%o, Pio et Piy;

o chacun des autres points est défini par I'appartenance
a un plan médiateur adéquat, a un plan tangent et a
un plan di a 'orthogonalité des lignes de courbure
(il suffit de résoudre un systeme de trois équations
linéaires a trois inconnues).

Dans cet algorithme, nous avons six degrés de liberté :
trois pour les sommets, un poRy et deux pourP;.

Sortie : Une famille de points de contr()(ePi dé-

finissant un carreau de cyclide de Dupin.

j)ogi,jgz

centres appartiennent/ : il suffit donc de connaitre deux
autres points par cercle, ce qui est facile en utilisant éescd
bords adéquats du carreau. Il est alors aisé d’'obtenir les pa
rametres de la cyclide de Dupin ainsi que les bornes de vi-
sualisation.

La figure 10 montre la cyclide de Dupin sous-jacente
au polyedre de la figure 9. Les paramétres de la cyclide
de Dupin sontu ~ 6,42, u ~ 4,93 etc ~ 3,02. Les bornes
{P11} = [PooP20] " N [PooPoz] ™ N[P20P22 " N [Poa P ™ du carreau sorfly ~ —0, 71222299076~ 0,9882791880,

o ~ —0,9339265289 ety ~ 1,079778249

Dans le tableau 4 figurent les coordonnées des points du

Notons que la détermination du poifR§; a I'étape 2. se
fait ainsi :

La figure 9(a) (resp. 9(b)) illustre une famille de points,
construits par I'algorithme 2, conduisant a un tore (resp. u . )
cyclide de Dupin). Les coordonnées de ces points sont don- polyedre des figures 9 et 10.
nées dans le tableau 3 (resp. tableau 4).

3.3 Définition des applications contractantes

3.2 Détermination de la surface sous-jacente Chaque surface est déterminée par neuf points, para-
graphe 3.1. Le principe consiste a remplacer cette famille
de neuf points par deux familles de neuf points vérifiant
les mémes propriétés. La figure 11 illustre le principe du
G.I.LF.S. sachant que les deux bords ne sont pas dans des
plans paralléles.

Les neuf points étant construits, nous pouvons déterminer
la surface induite par ces points. La premiere étape estla dé
termination des « axes » de la cyclide de Dupin, c’est-a-dire
les deux droitedy etA,, obtenues comme intersection de
deux plans de chaque faisceau, ainsi que leur perpendicu-
laire commune&g. Nous devons ensuite déterminer le type Les coordonnées des sommets des polyedres, obtenus en
de la cyclide de Dupin en nous basant sur les cercles de bor-appliquant I'algorithme 4, avegg; ~ 0,22, aux points du
dures du carreau et les deux droifgsetA,, [Gar07]. ll reste tableau 4, figure 9, sont données par le tableau 5.
ensuite a construire deux cercles principaux de la cyclae d

. Les coordonnées des sommets des polyedres, obtenus en
Dupin, que nous prenons dans le pfan. Notons que leurs

appliquant l'algorithme 4, avegy; ~ —0,22, aux points du

@© REFIG 2011.
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(€Y (b)

Figure 12: G.I.F.S., algorithme 4, appliqué au polyédre de la figure 8canne valeur négative dg)1. (a) : la famille de points

(Oij)ogi,jgz' (b) : la famille de pOints(Eij)ogi,jgz'

tableau 4, de la figure 9 sont données par le tableau 6 et4 Description du processus de construction par un
l'illustration est faite par la figure 12. Nous obtenons alor G.ILES.
une partie du complémentaire du carreau de la cyclide de

Dupin Notre processus de construction est itératif dans le sens

ou nous réalisons toujours la méme construction. Cepen-

La figure 13 montre le résultat de I'algorithme 4 appliqué dant, bien que cette construction géométrique soit la méme
au polyedre de la figure 9. a chaque étape, elle dépend des points obtenus a I'étape pré-
cédente, c’est-a-dire que les nouveaux points peuvent étre

déterminés a partir des points précédents par deux opéra-

teurs affines (un pour chaque subdivision) différents d'une

(© REFIG 2011.
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Algorithme 3 Détermination de la cyclide de Dupin sous-
jacente a I'algorithme 2.

Entrée : Une famille de points de controlep;;)
construits par I'algorithme 2 vérifiant :

{ Af f { Pao; Pa1; Paa} NATF T { Poo; Pox; Poz} # 0
Af £ {Pog; Pro; Poo} NAF £ { Poo; Pio; Pag} # 0

1. Détermination des droites suivantes :

Dg = Af T {Pag; Po1; Pao} NAT T {Poo; Pov; Poz}

by, = Af T {Pog; P12; Pa2} NAF T { Poo; Pio; Pao}
Mg est la perpendiculaire commundé\a et

0<ij<2

2. Détermination du type de la cyclide de Dupin [Gar07], de
sa bas<%7 j_(;, k_)o) etdes droited etA,,. Construction
deP. =Aff {Ag;Ay} etPy =Aff {Ag; 0}

. —_— ==
3. Calcul des deux poidsuig = cos(Pooplo;P00P20>

et wyo = COS(P02P12;P02P22> puis détermination des
cerclesCyg etCy par :

Cio = RQBC (Poo; Pio; Pa0;w10)

U RQBC (Poo; Pi0; P20; —w10) (13)
Ci2 = RQBC(Poz P12; P22;w12)

U  RQBC (Poy; Pi2; Pog; —w12)

4. Détermination des pointdg et By vérifiant :

{ {Ao; Bo} = C10NP=
d(Ag; Do) > d(Bo; Do)

et A, et By vérifiant :

(b)

Figure 9: Construction d'un polyédre de contréle d'une cy-
clide de Dupin. (a) : cas du tore (cf annexe A). (b) : cas {A1;B1} = Ci2NP;
général. d(A1;00) > d(B1;00)

5. Détermination des centré®, et O, des cercles princi-

paux dansP. par :
étape a l'autre. Le processus de subdivision est donc non-

1 L

stationnaire. Ceci peut se traduire & I'aide d’un G.1.Fa&-( {O1} = 80N [AoAy] {02} = 80N [BoBy]

naralized I.F.S.) [And92]. et calculs des rayons correspondants= O14; et pp =
O Bj.

De le cas de la cyclide de Dupin, le processus de subdi-
vision est le méme suivant les lignes et les colonnes. Nous 6. Détermination des parametresc et 1. de la cyclide de
appliquons les mémes opérateurs en permutant a chaque ité-  Dupin.
ration les lignes et les colonnes ce qui revient a faire une 7, pétermination des bornds, 61, vo et de la cyclide
transposition. Les opérateurs ne sont contractants que sui  de Dupin.
vant la direction de subdivision (ligne ou colonne). C’est

I'alternance de I'application du processus, une fois endig Sortie : Parameétres de la cyclide de Dupin sous-jacente a

et une fois en colonne, qui garantit la convergence (leesycl  &gorithme 2.

de I'automate sont contractants).

- NotonsTy” et 7{" les opérateurs affines appliqués ala || est alors possible de décrire le processus de subdivision
i'*MEjtération tels que : par I'automate de la figure 14. A partir d’un état nommeé,

état traitant aussi bien la subdivision suivant les ligneslq
subdivision suivant les colonnes, nous appliquons lesaepér

ot P1¥) désigne le vecteur composé d'un des ensembles de teursTéi) etTl(i) de la [*™@ijtération. Nous passons dans un
9 points de contréle obtenu & F‘a{']eétape_ état intermédiaire a partir duquel on opére une transpasiti

Téi)P(i) — 09 et Tl(i>p(i) — g
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Algorithme 4 Deux applications contractantes applicables
aux algorithmes 2 et 4.

Entrée : Une famille de points de controlep;;)
construits par I'algorithme 2 ou 4.

Condition préalable : Afin d’exclure le cas du tore et de la
sphére double, on impose :

{ Af f { Poo; Pa1; Paa} NATF T {Poo; Pox; Poz} # 0
Af f {Pog; Pr2; Paz} NAF f {Poo; Pro; P20} # 0

0<ij<2

Pré-calcul : Détermination des droites suivantes :

Ao = AF T {Pog; Po1; Poo} NAF T { Poo; Po1; Poo}
Ay, = AF f {Poo; Pio; Pao} NAF T { Poo; Pio; Pao}

1. Initialisation des points qui sont invariants :

@)

Coté Ouest|| Coté Est
Ooo= Poo || Eo2= Poz
O10=Pyo || E1o= P12
Ox= Py || Exp= P2

. - ==
2. Calcul du poidsvg; = COS(P()oPO]_; PooPoz) .
3. Détermination des points :
Oo1 = bar {(Poo; 1), (Po1;wo1)}

FEoy=bar {(Po2; 1), (Por;won)}
Oo2 = Eqgp est le milieu du segmefn®p1 Eo1]

(b) 4. Détermination du sommeélys = Fog des deux carreaux

appartenant a :
Figure 10: Détermination de la cyclide de Dupin sous-

jacente au polyédre de la figure 9. (a) : la cyclide de Dupin,  Af f {Oo0; O20; O02} NAFf { Pao; P21; P} NAF f {Oo2; 8}
le polyedre et les deux droitég etA,. (b) : le carreau de 5

. . / . Détermination des point3;1 et E'1; par :
cyclide de Dupin correspondant au polyédre.

{011} = [000002] N [000O20]" NAF F {Og0; Oo1; O10}

(notéeT'r) pour permuter les lignes et les colonnes. Une fois {E11} = [EooEol ™t N[E2Eolt NAFf {Eog; Eor; E12}
cette transposition appliqguée, nous sommes de nouveau dan
I'état LC pour appliquer de nouveau la subdivision mais sur

les éléments transposés. [002022]L NAF f {Og2; &y} NAF f {Oo2; Oo1; 011}

L'automate de la figure 14 peut se simplifier a un seul état 7 petermination des point3; et Es; :

en utilisant les produits de la transposition et des subdivi
sions,TrTéz> etTrTl“), qui permettent de réaliser les trans- N
formations des points et la transposition en une seule gtape |92 = (020022~ NAFf {022, 0121 011} NAF f {O20; O22; Poo}
figure 15. FEo1 = [E'zoE'zz]L NAf f {Ez0; F10; E11} NAF T { E22; E20; Pao}
Sortie : Deux familles de points de contrd(€;;)

%. Détermination des pointso = O12 appartenant a :

0<ij<2

Les transformationg’éi) et Tl<i) sont plus complexes a ) -
t(Eij)oe; ;<2 Permettant d'appliquer algorithme 4.

exhiber que dans le cas de la construction d’arcs de cercles®
(voir [Gar10]). Il ne s’agit pas simplement de produit tenso

riel des matrices permettant de construire les arcs deesercl

du fait que le carreau de cyclide est bordé par quatre arcs  En prenant pour convention d’ordonnancement du vecteur
différents les uns des autres. composé des points de contrdle :

PO = () PLg R PG P PR PG P PR

@© REFIG 2011.
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.

1

(4) 1 )
1 o0 Lwl? t175 0 242wl t178 0
o010 0 ) o o 42 o
oo1 0o 0 L o 0ot
(i) ’ (i) '
wy (4) wo (4)
000 L tas O 242wl tag O
0 0O 0 0 0 0 0 0
ooo o o0 & o o
’ 1 @
000 O 0 0 o fg O
0 0 O 0 0 0 0 0 0
ooo0 0o o0 L o 0t
1 (é)
ey 0 0 0 0 00 Cﬁ
O % 0o 0o 0 0 000
o o &) o o #Y 00 o0
Flg_ure 13: G.I.E.S., algorithme 4, appliqué au polyédre de wl) OB w YD 0 0 0 0
la figure 9. 242wl 48 w45
0 0 0 0 0 0 0 0 O
70 70 o o ) o o #Y 00 o0
@ g 1 ZORE
. /\ 2+2w(()i) t7,8 0 1+wél) t77-5 0 0
o 0o o 0o #2 o 0
3 /7
0O 0 tjy O 0 tgg O 0 1
Tr )
oule nombreyg) est défini par :
Figure 14: Automate a deux états (plus un état initial) re- -
présentant le G.1.F.S. w(()l) — cos (Péé)Pé? ég)%;))
7 Tl

Notons que les expressiot%)j et tﬁm-!l(i) sont difficiles
a obtenir.

Nous pouvons noter que les opérateurs vérifient les condi-
tions de raccords car les ensembles de points subdifgidés

Figure 15: Automate a un état (plus un état initial) repré- et_O(l) partagent un sous-ensemble de PO = Fio,

sentant le G.I.LF.S. 0512) = E%) O((fz) = E(()Q). Ceci se traduit au niveau des ma-
trices par I'égalité des trois derniéres colonne?éfé etdes

. trois premieres colonnéEl(Z).

on peut donner quelques éléments sur la structure de la re-

présentation matricielle des opérateurs de subdivision :
5 Conclusion et perspectives

Dans cet article, nous avons proposé une méthode, per-

mettant en utilisant seulement une regle et un coﬂhpas
de construire un carreau de cyclide de Dupin pouvant étre
formalisé a l'aide d'un G.I.LF.S. affine (I.F.S. affine non-
stationnaire). Le procédé est itératif et seulement la défin
tion de deux applications contractantes est nécessaie dan
le cas général d'une cyclide de Dupin. Dans le cas d'un tore,

T Ceci est vrai pour tous passage d’une itération a la suivante
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A Cas particulier du tore tore [LFA91] est :

Définition (x2+y2+z2+R2—r2)2—4R2 (x2+y2) _o
La méridienne, figure 16(a), engendrant un tore de ré-

volution, figure 16(b), est I'union de deux cercl€s et

C, de rayonr et de centres respectif3; et O,. L'axe A

de la rotation, contenu dans le plan engendré par la méri- Détermination de la surface sous-jacente

dienne, est la médiatrice du segm@niO,|. Dans ce plan,

Q est l'intersection d& avec le segmerjD105]. Ces deux

droites sont des axes du repére de ce plan. Beit QO;.

Ainsi, pour le cercleCy, nous avong () = (R+r cosy)

etz (¢) = rsiny et I'équation paramétrique du tore est :

L'algorithme 5 permet de déterminer les paramétres du
tore sous-jacent a I'algorithme 2. Il suffit de déterminaxé
de révolution du tore (intersection de deux plans du faiscea
adéquat), le cent@7 du tore comme intersection de cet axe
avec le plan passant par le cenfdg, d'un cercle méridien

(R+r cosy)cosd et orthogonal a cet axe. Le rayon mineur du tore est le rayon
rr(0,4)=| (R+rcosyp)sing (14) du cercle méridien tandis que le rayon majeur est la distance
r siny O7Om.

ou @ € [0;2r], ¢ € [0;2r]. R (resp.r) est appelé le rayon
majeur (resp.mineur).

Algorithme 5 Détermination du tore sous-jacent a I'algo-
rithme 2.

Entrée : Une famille de points de contraler;;)
construits par I'algorithme 2 vérifiant :

{ Af £ {Pp0; P21, Paz} NAF f { Poo; Por; Poz} = 0

0<ij<2

Af f {Poz; P1a; P22} NAf  {Poo; Pro; P20} = Oy # 0

1. Détermination du centr@®,,, d’'un des cercles méridiens
(de rayonr) en utilisant une courbe de Bézier de points
de contrélePyg, Pig et Pao.

2. Détermination du plan de symétfie passant pad,, et
orthogonal & la droité,,.

3. Détermination du centr@ du tore par :
{Or}=P-N4,

4. Détermination du rayon majeld = OO, .

5. Détermination des bornésg, 01, 1o et du tore.

Sortie : Paramétres du tore sous-jacent a I'algorithme 2.

La figure 17 montre le tore sous-jacent au polyédre
de la figure 9(a). Le rayon majeur (resp. mineur) est
R~ 6,71 (resp. r ~ 4,58), les bornes du carreau sont
0o ~ 3,78509376301 ~ 4,7123889811)p ~ 4,202649304
ety ~ 2,080536004. Le tableau 3 donne les coordonnées
des points du polyedre.

Définition des applications contractantes

(b) La figure 11 est une illustration de I'algorithme 6.
Figure 16: Surface de révolution algébrique de degréun Dans le cas du tore, il y a deux types différents d'at-
tore a collier. (a) : une méridienn€; UGC,. (b) : rendu 3D. tracteurs du fait qu’un des faisceaux est constitué de plans

paralléles. L'algorithme 7, correspondant au schéma de la
figure 19, permet d'illustrer les deux applications contrac
Lorsque nous avong > r, le tore est dit &ollier, lorsque tantes supplémentaires dans le cas du tore.
nous avonsk = r, le tore est dit aollier nul, sinon le tore

N 3 AR L La figure 18 montre les algorithmes 6 et 7 appliqués au
est ditcroisé De plus, I'équation implicite algébrique d’un d g PRld

polyedre de la figure 9(a).
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Algorithme 6 Deux applications contractantes applicables
aux algorithmes 2, 6 et 7.

Entrée : Une famille de points de contrﬁl(ePij)
construits par I'algorithme 2, 6 ou 7.

Condition préalable : Afin d’obtenir un tore ou une sphére
double, nous imposons :

Af f {Pag; Pa1; Pa2} NAT T { Poo; Pow; Poz} =0

0<i4,j<2

et:
Dy, = Af £ {Pog; Pro; Pao} NAF £ { Poo; P1o; Pao} # 0

1. Initialisation des points qui sont invariants :

Coté Ouest|| CoOté Est
Ooo= FPoo || Foz= Poz
O10=Pio || E12= P12
O20= Py || Exo= Py

Figure 17: Détermination du tore sous-jacent au polyédre
de la figure 9(a).

. - =
2. Calcul du poidsvug; = cos(PooP01; PooPoz) .
3. Détermination des points :

Oo1 = bar {(Poo; 1), (Poz,wo1) }
Epp=bar {(Po2; 1), (Po1;wo1)}
Oo2 = Eqo est le milieu du segmef©o1 Fo1]

. — ==
4. Calcul du poidsvp; = COS(P20P21; P20P22) .
5. Détermination des points :
Oz1 = bar {(Px;1), (Pa1;w21)}

Ep1=bar {(Px;1),(P21;w21)}
O22 = Epp est le milieu du segmef®21 Fo1]

6. Détermination du poinD;; appartenant a:

[000002]" N [O00020]" NAF f {Ogo; Oo1; O10}
et du pointF1 appartenant a :
[EooO02] " N [E22Eoa) " NAFf { Eog; Eoy; E12}
7. Détermination des poini8;g = O1; par :
(002022 NAF f {Ogz; 022, Pr1} NAf f {Oo2; Oo1; O11}

Sortie : Deux familles de points de Contré(@ij)ogi,jgz
et(Eij)o<; ;<2 Permettant d’appliquer les algorithmes 6 et
7. -

(b)

Les coordonnées des sommets des polyedres, obtenus en
Figure 18: IFS appliqué au polyedre de la figure 9(a). (a) :  appliquant I'algorithme 7 aux points du tableau 3, de la fi-
algorithme 6. (b) : algorithme 7. gure 18(b) sont données par le tableau 8.

Les coordonnées des sommets des polyedres, obtenus en
appliquant l'algorithme 6 aux points du tableau 3, de la fi-
gure 18(a) sont données par le tableau 7.
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Po1= So1

Figure 19: lllustration, dans le cas de plans paralleld$ f { Poo; P1o; P20} et Af f { Po2; P12; P22}, de deux des applications

contractantes, algorithme 7.

Description du processus

Dans le cas du tore, le processus est toujours non-
stationnaire comme pour le cas des cyclides des Dupin. Ce-
pendant, du fait de I'asymétrie du tore (une des droites des
deux faisceaux des plans n’est plus dans I'espace affine),
nous sommes obligés de distinguer les processus de sub-
division concernant les lignes et les colonnes : nous avons
un étatT" pour le tore a partir duquel nous opérons la sub-
division suivant 'algorithme 7 ainsi qu'un étét a partir
duquel nous appliquons le principe de subdivision suivant
I'algorithme 6. Remarquons que ce dernier correspond a ce-
lui de la cyclide de Dupin simplifié. L'automate de la figure
20 illustre le principe de subdivision.

Filt) 73
iy, Tedy

T T

@

Figure 20: Automate représentant le G.I.LF.S. associé a la
subdivision du tore.

0,79

Les matricesTg et T} correspondant & l'algorithme 6,
sont les mémes que dans le cas des cyclides de Dupin mais

1

o

oo O o o o

peuvent étre simplifiées :

1 40
l+wél) 175
0t
0
)
1+w(()1) 4,5
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
(7)
tlfs 0
5y 0
l -
2+2w(21)
9 0
4,8
0 0
(i)
0 e
242wl
(7)
t{s 0
0 0
o —Lf_
2+2w(21)

0 1
2+2’Ll)gb)
0 0
1
— 0
1+w<21)
(%)
0 e (2)
242wy
0 0
g
1+w(21)
0 -
2+2wgb)
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
wy! )
L) 145
0 0
0 0
1 /(2)
t
L) 7
0 fge
0 0

&y 0
tie 0
22w}
tyy O
0 0
0 vy
2+2wéi)
(@)
t78 0
0 0
1
0 2+2wéi)
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 O
0 0 0
wld)
2 0 0
1+w<21)
0 1 0
0 0 1
1
- 0 0
1+w(21)
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Algorithme 7 Deux applications contractantes applicables peuvent étre définies par :

aux algorithmes 2, 6 et 7.

Entrée : Une famille de points de controleP;; )

construits par I'algorithme 2, 6 ou 7.

Condition préalable : Afin d’obtenir un tore ou une sphére

double, nous imposons :

o Aff {Pog; Poy; Pos} NAF f {Pog; Pox; Poo} = 0;
o Ay =Aff {Pop; Pro; Pao} NAf f {Poo; Pro; Pao} # 0
e ladroitel, est orthogonale au plaif f { Pyg; Po1; P2}

1. Initialisation des points qui sont invariants :

Coté Nord || Coté Sud
Nog= P2 || Soo= Poo
No1=Po1 || So1= Po1
Nop= Py || Soz2= Po2

N

) - ==
. Calcul du poidsvig = cos(PooPlo; Poopzo) .

3. Détermination des points :

0<i,j<2

S10=bar {(Poo;1), (Pio;w10)}

Nig=bar {(P2;1),(Pio;w10)}

S20 = Nop est le milieu du segmeif10/NV10]

S12=bar {(Po2; 1), (P12;w10)}

Nip=bar {(P;1),(Pi2;w10)}

S22 = No2 est le milieu du segmeifiiV12517]

4. Détermination du poin11 appartenant a :

[NooNoz]™ N [NooN2o)" NAF f {Nag; Nig; Nai}

et du pointS;1 appartenant a :

[So0S20]" NS00S0zl NAF f {Soo: Sox; S10}
5. Détermination des point§p; = S»>1 appartenant & :
[PooP2o]™ NAF f {S20; S10; S11} NAFf {S22; S12; S11}

Sortie : Deux familles de points de contro(@;;)

0<i,j<2
st (Eij)ogi,jgz permettant d’appliquer les algorithmes 6 et

ou les nombresuéi) etwé” sont définis par :

-

T

—

o) o (PP ] )

Les deux autres matrices d'opérateurs, correspondant a

I'algorithme 7 telles que :

B(r0) -5 o (A,

© REFIG 2011.

1 1 (4) (4)
1 1+w:(lg> 2+2w§i) 0 515 16 0 0 0
(2) (1) . )
wio 2wig () ()
0 1+w:(lg> 2+2w§é) 0 82’5 82’6 0 0 0
1 (@)
0 0 om0 Q sy 00
0 o 0 1§ 0 0 0 0
0 o 0o 0 0 0 0 O 0
0o o 0o 0 0 0 0 0O 0
0 o o o o o0 1 —L 1
1+w('6> 2+2w§6
(i (7)
o o 0 0 0 o0 o0 -4 2
ltwig 242w,
0 o 0o 0 0 0 0 O 1
2+2w18
1 (@)
: 0o o 0 0 o0 0 o
2420} 516
(1) (1) . .
2wig “is_ g S ORI 0 0 0
21200 1wl 32,;3 2,7
1 1 (@ (@)
: -1 0o o0 0 o
2+2w§1) l+wil) 83’6 T‘3’7
0 0o 0 0 0 0 0 0 o0
0 0o 0 0 0 0 0 0 o
0 0 0 0 rny, 1 0 0 0
0 0 0 O 0 —5 0 o0
242wy
(2) (2)
0 0o 0 0 0 o0 Zm. . g
242w, Itwyg
0 0o 0 0 o0 0 25 5
242wy Itwyg
ol

—

ol o PSR 3

Notons que dans le point 3. de I'algorithme 7, les courbes
de Bézier de bords, définies pBfo, P1o et Pog d'une part
et Py, P12 et Py, d'autre part, sont I'image I'une de l'autre
par une rotation adéquate ce qui nous permet de ne calculer
gu'un seul des poids : les deux poidsg et wi» sont évi-
demment égaux.
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B Coordonnées des points.

L. Garnier - C. Gentil / Construction itérative de cyclide Bepin

Points Originaux Dans le repére du tore
Poo (4,4,0 (—7,16;—5,37;4,00)
Po1 (4;0;2 (—4,47;,—8,94;4,00)
Po2 (4,—4,0) (0,00;—8,94;4,00)
Pio (0,00;7,20;6,40) (—12,88;—9,66;0,00)
P11 (0;0;10 (—8,05;—16,10;0,00)
Py (0,00;—7,20;6,40) (0,00;—16,10;0,00)
Py (—4;4;0 (—7,16;—5,37;—4,00)
Py (—4,00;0,00;200) | (—4,47;,—8,94;—4,00)
Py (—4,—4;0 (0,00;—8,94;—4,00)

Table 3: Coordonnées du polyédre des figures 9(a) et 17.

Points

Originaux

Dans le repeére de la CD{

Indice Oij Eij

(0;0) | (4,93,—2,55;238) | (7,24;,—4,82;0,21)
(1,0) | (7,06,—4,63;333) | (7,43,—5,00,—2,91)
(2,0) | (7,24,—4,82,021) | (5,22,—2,83,—2,47)
©0;1) | (9,34,1,11,0,48) (10,09;1,22;0,03)
(1,1) | (10,05,1,22,041) | (10,12;1,23;—0,33)
(2;1) | (10,09;1,22;003) | (9,49;113,—0,46)
(0;2) | (4,08;303;274) (6,17,6,63;0,279)
(1,2 | (5,98;6,30,437) (6,37,6,97,—3,92)
(2:2) | (6,17,663,028) | (4,32,343,—2,90)

Table 6: Coordonnées du polyedre de la figure 12 en utili-
sant I'algorithme 4 avecy; négatif.

Table 4: Coordonnées du polyédre des figures 9 et 10.

Indice Oij Ei]’

(0;0) (4,93;—2,55;2 38) (3,69;—1,34;-0,21)
(1,0 (3,567,—1,22;1,79) (3,81;,—1,45;-2,20)
(2;0) (3,69;—1,34;-0,21) (5,22;—2,83;—2,47)
(0;1) (9,34,111,0,49) (8,25;0,93,—0,07)

(1,1) (8,07;0,90,0,62) (8,41,0,96,—0, 68)

(2,1 (8,25;0,93;—0,09) (9,49;113;-0,46)

(0;2) (4,08;3 03,2 74) (3,18;1,48,—0,23)

(1,2 (3,10;1,34;1,90) (3,27;1,62;—2,38)

(2,2) | (3,18,1,48,—0,23) | (4,32;343,—2,90)

Table 5: Coordonnées du polyedre de la figure 13 en utili-

sant 'algorithme 4.

Indice O12 Eiz

Poo (2 V2, 2\/520) (4,93;,—2,55;238) (0;0) | (—7,16;—5,37;4,00) (—4,00;—8,00;4,00)
Po1 | (—0,70,—5,32,—6,51) | (—2,57;479;—0,95) (1,0) | (—12,88,—9,67;0,00) (—7,20,—14,40;0)
Poz (72;2\/5;0) (5,22;—2,83;—2,47) (2,0) | (~7,16,—5,37,-4,00) | (—4,00;,—8,00;—4,00)

T4 (0;1) | (—5,89;—7,06;4,00) (—2,11,-8,94;4,00)
Pio (5;0; E) (9,34,1,11;0,48) (1,1 (—10,60;—12,70;0) (—3,80;—16,10;0
P 0:0:9 (1253161015 (2,;1) | (—5,89,—7,06,—4,00) | (—2,11,—8,94,—4,00)
Pry (—0,45;0,06;4,90) (9,49;1,13;—0, 46) Egg ((—:1,70(2)(;).—78;5‘)10‘;1 g,.%?) ((g, gg;:féglzg .4(,)(())(2)))
Pao ((2\/5;2‘/20)) ( (4,08:303,274) : (2:2) | (—4,00,—8,00,—4,00) | (0,00,—8,94;4,00)
Pn 0,00;370;—5,22 0,01;,—3,97,—0,76 _
Pyo (_2\/5;_2\/5;0) (4,32;343;—2,90) Table 7: Coordonnées du polyedre de la figure 18(a).

Indice SU NrLJ

0,00 | (-7,16,_5,37,400) | (_9,03;_6.77,000)
(0;1) | (—4,47,-8,94;4,00) (—5,65,—11,29;0)
(0:2) | (0,00;,—8,94;4,00) (0,00, —11,29;0,00)
(1,0) | (-9,03,-6,77:269 | (-9,03,6.77,—2,69
(11) | (5,65 11,29:260) | (—5,65,_11,29,_2,69)
(1,2 | (0,00,_11,29,269) | (0,00;,—1L 29, 2,69
(2:0) | (-9,03,-6,77:000) | (—7,16,-5,37,_4,00)
21 | (-5,65—11,29:0) (—4,47:-8,94,—4,00)
(2:2) | (0,00,_11,29;0,00) (0,00; 8,94, —4,00)

Table 8: Coordonnées du polyédre de la figure 18(b).
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