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Résumé
Les Cyclides de Dupin ont été introduites en 1822 par le Mathématicien français Charles Dupin. Ce sont
des surfaces algébriques non sphériques de degré 4 dont les lignes de courbure sont des cercles. Elles sont
intéressantes pour la modélisation géométrique puisqu’elles possèdent une équation paramétrique et deux
équations implicites. Une cyclide de Dupin peut être obtenue comme l’ image d’un tore de révolution, d’un cône
de révolution ou d’un cylindre de révolution par une inversion. Un tore de révolution possède, par construction,
deux famill es de cercles : les méridiens et les parallèles. Sur un tore à colli er, il existe une troisième famill e de
cercles : les cercles de Vill arceau. Une inversion transformant un cercle en uncercle ou en une droite, le but de
cet article est de construire, à partir de trois points de l’espace, un triangle non plan à bords circulaires sur un
tore, chaque bord appartenant à l’une des trois famill es de cercles précitées. En prenant différentes images de ce
triangle par des inversions adéquates, nous pouvons obtenir des triangles 3D à bords circulaires sur des cyclides
de Dupin en anneau. A terme, nous comptons utili ser les triangles 3D, en remplacement des triangles plans, pour
la modélisation de formes 3D à partir de nuages de points.

Dupin cyclides are non-spherical algebraic surfaces of degree4, discovered by theFrench mathematician Pierre-
Charles Dupin at the beginning of the 19th century. A Dupin cyclide has a parametric equation andtwo implicit
equations and circular lines of curvature. It can be defined as the image of a torus, a cone of revolution or a
cylinder of revolution by an inversion. A torus has two famili es of circles : meridians and parallels. There is a
third family of circles on aring torus : Vill arceaucircles. As the image, by an inversion, of a circle isa circleor a
straight line, the goal of this paper is to construct, on aring torus, non-plane triangles with circular edges, each
edge is a circular arc from the threefamili es mentionned above. By an inversion, the image of this triangle is a
non-plane triangle belonging to a ringDupin cyclide.

Mots clé : cyclide de Dupin, cercle de Vill arceau, tore de
révolution, triangle 3D à bords circulaires

1. Introduction

La représentation d’un objet complexe est souvent réa-
lisée en utili sant des maill ages constitués de triangles in-
clus dans un plan. Cette méthode présente l’avantage d’of-
frir beaucoup de libertédans l’aspect des objets. Cependant,
ce type de représentation présente plusieurs inconvénients :

taill e souvent très importante, duplication des informations
topologiques, manipulationet éditionlourde. Par exemple, si
l’on déplaceun point d’un objet, lescoordonnées des points
voisins doivent être recalculées. La visualisation est coû-
teuse en tempsde calculs si l ’on veut quel’objet soit dessiné
avecbeaucoup de détails, cequi est nécessaire si la caméra
est proche de l’objet. Dans le cas contraire, ces détails ne
sont pas utiles et ralentissent l’animation. Il faut alors déve-
lopper et/ou employer des algorithmes permettant de passer
d’un niveau de raffinement à un autre. Ces algorithmes de-
mandent énormément de temps de calculs. De plus, l’objet
est mal connu, puisque approximé et le très grand nombre
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de triangles rend coûteux les calculs (lancers de rayons, in-
tersections...).

Afin de diminuer le nombre d’ informations topologiques,
il peut être pertinent de regrouper ces triangles plans dans
des morceaux de surfaces. C’est pourquoi il serait très inté-
ressant d’avoir un objet constitué de triangles 3D possédant
une équation paramétrique et une équation implicite algé-
brique de degré le moins élevé possible, en particulier infé-
rieur ouégal à4. Pour cefaire, nousallonsnous appuyer sur
les cyclides de Dupin. Le triangle 3D permet de mieux ap-
procher, du point de vue de la modélisation, un morceau de
surface. Evidemment, lors de l’affichage de la scène, le tri-
angle3D est discrétisé et est affiché en utili sant destriangles
plans : sur un même triangle 3D, il suffit de changer les in-
tervalles de visualisation pour changer la résolution d’affi-
chage. Aucunalgorithme et aucune information topologique
ne sont nécessaires sur un triangle 3D donné. Notons que
pour unrendu par lancer derayons, lescalculsd’ intersection
entre un triangle 3D et une droite, même s’ il faut résoudre
une équation algébrique de degré 4, sont plus simples que
les calculs entre une famill e de triangles plans et une droite.
En effet la solution est plus proche de la vraie surface et
les calculs peuvent être plus rapides : dans le cas où seule-
ment des triangles plans sont utili sés, leur nombre est plus
important et il faut enfermer chacun de ces triangles plans
dans trois demi-espaces. De plus, pour construire un objet
avec des triangles 3D, nous n’avons besoin d’ informations
topologiques qu’au niveau du recollement de ces triangles
cequi est moins coûteux que l’emploi de triangles plans par
le simple fait que leur nombre est beaucoup plus petit.

Pour mener àbien cetravail sur les triangles3D, nousuti-
li sonsdes toresà colli er et des cyclidesdeDupin en anneau.
En effet, les tores de révolution sont des surfaces pouvant
être définies par le produit cartésien de deux cercles et sont
des surfaces algébriques de degré 4 [LFA91] dont les lignes
de courbure sont composées de deux famill es de cercles ap-
pelés méridiens et parallèles. Sur un tore à colli er, Y. Vill ar-
ceau adéfini unetroisièmefamill ede cercles, appeléscercles
de Vill arceau : ces cercles sont les sections d’un tore par un
plan tangent en exactement deux points du tore [BGL01]. Il
est aussi possible de définir ces cercles comme intersections
de sphères et du tore [Gar07]. En prenant un arc de cercle
danschaque famill e, il est ainsi possiblede construireun tri-
angle3D sur untore à colli er. Cetriangle est mêmerectangle
puisque deux desescôtés sont sur des lignesde courbure du
tore.

Quant à elles, les cyclides de Dupin, introduites en 1822
par P. Ch. Dupin [Dup22], sont des surfaces nonsphériques
ayant des lignes de courbure circulaires, pouvant être re-
présentées à la fois par des équations paramétriques et des
équations implicites [For12,Gar07,Pra90]. Il est possible de
générer une cyclide de Dupin comme l’ image d’un tore de
révolution, d’un cône de révolution ou d’un cylindre de ré-
volution par une inversion [Gar07]. L’ image d’un cercle ou

d’unedroitepar cette transformation nonaffine est uncercle
ou une droite [Bia04,Lad02,Gar07]. En choisissant une in-
version adéquate, le triangle 3D sur le tore à colli er donne
un triangle 3D sur la cyclide de Dupin en anneau, image du
tore à colli er par l’ inversion précitée.

Le but de cet article est la construction, dans un premier
temps, d’un triangle non plan à bords circulaires sur un tore
à colli er, puis d’un triangle non plan sur une cyclide de Du-
pin en anneau, obtenu par inversion du triangle précédent.
Pour ce faire, nous utili serons les trois famill es de cercles,
les parallèles, les méridiens et les cercles de Vill arceau, dé-
finis sur un tore à colli er et sur une cyclide de Dupin en an-
neau [Gar08]. Bien que d’autres auteurs aient déjà travaill é
sur la modélisation de triangles sur une cyclide de Dupin
quartique [AD96], à notre connaissance, c’est la première
utili sation de cette troisièmefamill ede cerclescommebords
de triangles. Notons que chaque triangle construit est un tri-
angle rectangle puisque deux de ses bords sont des cercles
de courbure de lasurfacesur laquelle il repose.

Dans la suite de cet article, nous présentons des rappels
concernant les surfaces de révolution, les tores, l’ inversion
et les cyclides de Dupin quartiques. Puis nous détaill erons
deux algorithmes proposés pour la construction de triangles
3D àbords circulaires sur un tore à colli er et sur une cyclide
de Dupin en anneau. Ces algorithmes sont ill ustrés à travers
quelques exemples et une comparaison entre l’emploi d’un
triangle 3D et l’emploi de triangles plans est proposée. En-
fin, la conclusionet lesperspectivesd’évolution de cetravail
feront l’objet de ladernière section.

2. Rappels

Dans tout cet article, nous nous plaçons, sauf mention
contraire, dans l’espace affine euclidien usuel E3 muni du
repère orthonormé direct (O;−→ı ;−→ ;

−→
k ).

2.1. Sur faces de révolution

Une surfaceS est une surfacede révolution si et seule-
ment si l ’on peut trouver une droite ∆ telle que, pour tout
nombre α, nous ayons S = R∆,α (S) où R∆,α est la rota-
tion d’axe ∆ et d’angle α. Si {(f (θ) ;z (θ)) , θ ∈ I} repré-
sente une courbeγ, alors :

S =











f (θ)cos(ψ)
f (θ)sin(ψ)

z (θ)



 , (ψ;θ) ∈ [0;2π]× I







(1)

représente une surfacede révolution, obtenue par rotation
d’axe (O,

−→
k ) de la courbe γ. L’ intersection de la surface

obtenue par un plan contenant l’axe de rotation est appe-
léeméridienne. Notons que les autres méridiennes sont les
images de la courbeγ par une rotation d’axe ∆.
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2.2. Le tore

2.2.1. Définition et équations

La méridienne engendrant un tore de révolution, figure 1,
est l’union de deux cerclesC1 et C2 de centres respectifsO1
et O2 et de rayon r. L’axe ∆ de la rotation, contenu dans le
plan engendré par la méridienne, est la médiatrice du seg-
ment [O1O2]. Dans ce plan, Ω désigne le point d’ intersec-
tion de ∆ aveclesegment [O1O2]. Cesdeux droites sont des
axes du repère de ceplan. Soit R = ΩO1. Les nombres r et
R sont appelésrespectivement rayonmineur et rayonmajeur
du tore.

(a)

(b)

Figure 1: Surface de révolution algébrique : le tore. (a) :
une méridienneC1∪C2. (b) : rendu 3D.

En prenant une paramétrisationclassique ducercleC2, fi-
gure 1, nous avons y (θ) = R+ r cosθ et z (θ) = r sinθ, ce
qui conduit à l’équation paramétrique suivante du tore :

ΓT (θ,ψ) =





(R+ r cosθ)cosψ
(R+ r cosθ)sinψ

r sinθ



 (2)

oùθ∈ [0;2π], ψ∈ [0;2π]. Une équationimplicite algébrique
de cetore [LFA91] est :

(

x
2 +y

2 + z
2 +R

2− r2
)2

−4R2
(

x
2 +y

2
)

= 0 (3)

Nous pouvons distinguer trois types de tores [BGL01] :
• Si lescerclesC1 et C2 nes’ intersectent pas, nous avons
R> r, le tore est dit à colli er, figure 1(b) ;

• Si lescerclesC1 et C2 sont sécantsen deux points, nous
avonsR < r, le tore est dit croisé, figure 2(a) ;

• Si lescerclesC1 et C2 sont tangents, nousavonsR= r,
le tore est dit à colli er nul, figure 2(b).

Pour augmenter la visibilit é des figures 2(a) et 2(b), nous
n’avonsaffiché qu’un demi tore et avonschangé de texture :
lespoints singuliers du tore sont dans la texture claire.

(a)

(b)

Figure 2: Deux types de tores dégénérés. (a) : un demi tore
croisé. (b) : un demi tore à colli er nul.

Un tore à colli er admet une autre équation implicite non
algébrique [BGL01] :

(

R−
√

x2 +y2
)2

+ z
2− r2 = 0 (4)

qui sert à ladétermination des centresde sphères définissant
lescercles de Vill arceau.

2.2.2. Cercles deVill arceau sur un tore à colli er

Hormis les cercles obtenus avec l’un des paramètres
constants qui sont les cercles méridiens pour ψ constant,
figure 3(a) et les cercles parallèles pour θ constant, figure
3(b), il existeunet unseul autre typede cercles sur un tore à
colli er : les cercles de Vill arceau (1813-1889) [BGL01]. Un
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cercledeVill arceau est lasection dutorepar un plan tangent
au tore en exactement deux points.

(a) (b)

Figure 3: Cerclesde courburesur untore. (a) : lesméridiens
oùψ est constant. (b) : les parallèles oùθ est constant.

Il est possible, dansun premier temps, dedéterminer deux
cercles de Vill arceau, les autres s’en déduisent par rota-
tion autour de l’axe de révolution dutore, en considérant le
plan P , tangent au tore à colli er en exactement deux points,
d’équation :

rx+
√

R2− r2 z = 0

Après quelques calculs [Gar08], nous obtenons
les équations paramétriques des cercles de Vill ar-
ceau t 7→ γT (t) où l’expression de γT (t) est :






√

R2
− r2 sin(t)cos(θ0)− (r +Rcos(t))sin(θ0)

ε

(√

R2
− r2 sin(t)sin(θ0)+ (r +Rcos(t))cos(θ0)

)

r sin(t)






(5)

oùθ0 est un nombre fixé et ε ∈ {−1;1}, figure 4.

Figure 4: Cercles de Vill arceau sur un tore à colli er.

Il est aussi possible dedéterminer cesdeux cerclesen uti-
li sant des sphères, que nous nommons sphères de Vill ar-
ceau, : à partir de l’équation (4), nous pouvons montrer que
l’un (resp. l’autre) de ces deux cercles est l’ intersection du
tore aveclasphèrede centre ayant pour coordonnées (0, r,0)
(resp. (0,−r,0)) et de rayon R, figure 5. Nous utili serons
l’une de ces sphères dans l’algorithme 1.

Figure 5: Deux cercles de Vill arceau sur un tore à colli er
obtenus comme intersections du tore et de deux sphères.

A partir de la formule (5), il est facile de montrer que :

Oε,θ0 =





−r sin(θ0)
εr cos(θ0)

0



 (6)

est le centre du cercle de Vill arceau Cε,θ0 et que le rayon de
ce cercle est R. Le lecteur intéressé par des détails concer-
nant les cercles de Vill arceau peut se reporter à [Gar07,
Gar08].

Nous pouvons alors, en prenant un cercle de chaque fa-
mill e, obtenir un triangle 3D à bords circulaires sur un tore,
figure 6. De plus, le fait d’utili ser deux cercles de courbure,
un parallèle et un méridien, implique que le triangle est rec-
tangle. Les arcs de cercles délimitant le triangle 3D sont en
noir tandis que les complémentaires des arcs de cercles de
courbure sont en rouge et le complémentaire de l’arc de Vil -
larceau est en orange.

Figure 6: Triangle rectangle 3D à bords circulaires, sur un
tore, dont les bords sont un arc de méridien, un arc de pa-
rallèle et un arc de cercle de Vill arceau.
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2.3. Inversion

Une inversion iΩ0,k d’un espace affine euclidien E dans
E , depôle Ω0 et derapport k non nul est une transformation
de E −{Ω0} dans E −{Ω0} qui à tout point M associe le
point M ′ défini par :

−−−→
Ω0M

′ =
k

Ω0M2

−−−→
Ω0M (7)

Notons que le point M ′ est l’unique point de la droite
(Ω0M) vérifiant la relation :

−−−→
Ω0M

′ ·−−−→Ω0M = k (8)

D’après la formule (8) et la symétrie du produit scalaire,
il est évident qu’une inversion iΩ0,k est involutive c’est-à-
dire :

M
′ = iΩ0,k(M) ⇐⇒M = iΩ0,k(M

′)

Si k est positi f, l’ensembledespoints invariantsest lasphère
de centre Ω0 et de rayon

√
k. Dans l’algorithme que nous

proposonsdans lasection 3 pour construiredestriangles3D,
c’est cettesphèrequi sera construite afin de caractériser l’ in-
version.

Pour finir ces quelques rappels, notons que l’ image, par
une inversion, d’un cercle (resp. sphère) est un cercle (resp.
sphère) lorsque le centre de l’ inversion n’appartient pas à
l’ensemble de départ [Gar07]. Le lecteur intéressé par des
détails concernant les propriétés de l’ inversion peut se re-
porter à [Lad02,Lad03,Aud06].

2.4. Les cyclides deDupin quar tiques

Bien qued’autresdéfinitionsdescyclidesdeDupin soient
possibles [Dup22, Gar07], une cyclide de Dupin quartique
peut être définie comme étant l’ image d’un tore de révolu-
tion, d’un cône de révolution ou d’un cylindre de révolution
par une inversion.

Cette définition géométrique ne permet pas de manipuler
directement ces surfaces puisqu’ il faut utili ser une surface
initiale et une transformation nonaffine. Il est possible de
déterminer des équations paramétriques et implicites d’une
cyclide de Dupin. Ainsi une cyclide de Dupin quartique dé-
pend de trois paramètres (que nous pouvons supposer posi-
tifs) a, c et µ avec a ≥ c. Pour des raisons de commodité,
nousposonsb=

√
a2− c2. Une cyclidedeDupin dedegré4

possèdeune équation paramétriquedont lanappeparamétrée
Γd, définie sur [0;2π]2 à valeur dansE3, a pour expression :

Γd (θ;ψ) =



















µ(c−acosθ cosψ)+ b2cosθ
a− ccosθ cosψ

bsinθ × (a−µcosψ)

a− ccosθ cosψ

bsinψ × (ccosθ−µ)

a− ccosθ cosψ



















(9)

et deux équations implicites équivalentes :

(

x
2 +y

2 + z
2−µ2 + b

2
)2

−4(ax− cµ)2−4b2
y

2 = 0 (10)
(

x
2 +y

2 + z
2−µ2− b2

)2
−4(cx−aµ)2 +4b2

z
2 = 0 (11)

résultats obtenus par [For12] et aussi par [Dar17] en expli -
citant l’enveloppe des sphères définissant une cyclide de
Dupin.

En utili sant des notions de géométrie différentielle et des
notions topologiques, il est possible de classer les cyclides
de Dupin quartiques, en fonction de la surfacede révolution
utili sée, en cinq types, table 1.

Type de la cyclide Surfacede révolution
de Dupin quartique initiale

En anneau Tore à colli er
A croissant externe Tore croisé oucône
A croissant interne Tore croisé oucône

A croissant externe nul Tore à colli er nul oucylindre
A croissant interne nul Tore à colli er nul oucylindre

Table1: Lescinq typesde cyclides deDupin quartiques ob-
tenues comme images de surface(s) de révolution par une
inversion.

Dans la suitede cet article, nous omettrons le terme quar-
tique. Des exemples de cyclides de Dupin en anneau sont
montrés par les figures 8, 9 et 11. La seule façon d’obtenir
ce type de cyclide de Dupin est de construire la cyclide de
Dupin comme l’ image d’un tore à colli er par une inversion
et nousavonsalors0≤ c <µ<a. Concernant lesliensentre
le type de la cyclide de Dupin et les valeurs des paramètres
a, c et µ, le lecteur peut se reporter à [Gar07]. A partir des
formules (3) et (10), il est évident que si c est nul, la cyclide
de Dupin est un tore de révolution de rayon majeur a et de
rayonmineur µ.

A partir des équations implicites (10) et (11), il est tri-
vial qu’une cyclide de Dupin admet les plans Py : y = 0
et Pz : z = 0 comme plans de symétrie. La section d’une
cyclide de Dupin par l’un de ces deux plans est l’union de
deux cercles appelés cercles principaux. La figure 7 montre
les deux cercles principaux d’une cyclide de Dupin en an-
neau, obtenus en utili sant le plan Pz . A partir de ces deux
cercles C1 et C2 de centresO1 et O2 et de rayons ρ1 et ρ2,
ρ2 ≤ ρ1, il est possible de déterminer les paramètres de la
cyclide de Dupin :

c =
O1O2

2
a=

ρ1 +ρ2

2
µ=

ρ1−ρ2

2
(12)

Notonsqu’àpartir descerclesprincipaux delafigure7(a),
il est possiblede construiredeux typesde cyclidesdeDupin.
Nous avons privili gié le type en anneau, mais en interver-
tissant les valeurs de a et µ, nous obtiendrions une cyclide
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b bb
OO1

C1

O2

C2

a − µ

µ +a

c c

x

y

(a)

(b)

Figure 7: Coupe d’une cyclide de Dupin en anneau par
le plan de symétrie Pz d’équation (z = 0). (a) : les deux
cercles principaux. (b) : une demi-cyclide de Dupin de fron-
tière leplanPz .

de Dupin à croissant interne, type qui ne nous intéresse pas
dans notre problématique puisqu’ il n’existe pas de cercle de
Vill arceau sur un tore croisé. Ce type de cyclides de Dupin
peut être utile lors d’opérations de jointures cequi fait que
la construction descerclesprincipaux est fondamentalepuis-
qu’ il s permettent de déterminer les paramètres de la cyclide
deDupin lorsquenousavonschoisi letypede cettedernière.

Lafigure8 montredescerclesde courburesur une cyclide
de Dupin obtenus avec l’un des paramètres constant dans
la formule (9). De plus, les plans définis par les cercles de
courbure obtenus pour θ constant (resp. ψ constant) forment
un faisceau et s’ intersectent en unedroiteque l’on nommera
∆θ (resp. ∆ψ) (figure 9).

(a)

(b)

Figure 8: Cercles de courbure d’une cyclide de Dupin en
anneau (a) : méridiens, θ est constant. (b) : parallèles, ψ est
constant.

Pour θ0 fixé, les deux cercles de courbure, définis par θ0
et θ0 +π, se situent dans le plan d’équation :

asin(θ0) x− bcos(θ0) y = µcsin(θ0) (13)

Ladroite∆θ , intersection desplansd’équations
(

x= cµ
a

)

et (y = 0), est commune àtous ces plans (lorsque l’on fait
varier θ0),

Pour ψ0 fixé, les deux cercles de courbure, définis par ψ0
et π−ψ0, sesituent dans le plan d’équation :

csin(ψ0) x− bz = µasin(ψ0) (14)

La droite ∆ψ, intersection des plans d’équations
(

x= aµ
c

)

et (z = 0) est commune àtous ces plans (lorsque
l’on fait varier ψ0),

Notonsquesi la cyclidedeDupin est un tore, ladroite∆ψ
est rejetée àl’ infini car les plans correspondants sont paral-
lèles.

Concernant les autres propriétés des cyclides de Dupin, il
est possible de se reporter à [Dar17, Dar66, Dar73, Dup22,
Pra90,Gar07,Gar04].

Afin de déterminer les cercles de Vill arceau sur une cy-
clidedeDupin donnée, nousdevonsconstruireuneinversion
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(a) (b)

Figure 9: Faisceaux deplansdéfinispar lescerclesde cour-
bure d’une cyclide de Dupin en anneau (a) : les méridiens
avecθ constant, l’ intersection desplansest la droite∆θ. (b) :
lesparallèlesavecψ constant, l’ intersection desplansest la
droite ∆ψ.

telleque l’ image de la cyclide de Dupin, par cette inversion,
soit un tore un colli er. Il existe quatre pôles possibles pour
l’ inversion, mais seulement deux sont réelset il est alorspos-
sible d’obtenir les équations paramétriques des cercles de
Vill arceau sur une cyclide de Dupin en anneau [Gar08].

La figure 10 montre un cercle de Vill arceau sur le tore
et son image, par l’ inversion, sur la cyclide de Dupin tan-
dis que la figure 11 montre douze cercles de Vill arceau sur
une cyclide de Dupin en anneau. La vue de la figure 10(c)
a été modifiée afin de mieux voir le cercle sur la cyclide de
Dupin. Ainsi, comme pour le tore, nous pouvons construire
des triangles 3D sur une cyclide de Dupin en anneau, fi-
gure 12. Comme dans le cas du tore à colli er, cetriangle 3D
est rectangle puisque deux de ses bords sont sur des cercles
de courbure de la cyclide de Dupin. Les arcs de cercles en
rouge sont sur les deux cercles de courbure tandis que l’arc
de cercle en bleu est sur le cercle de Vill arceau.

3. Construction de tr iangles 3D à bordscirculaires

Nous avons vu que nous pouvons construire des triangles
3D àbordscirculaires sur untore à colli er ousur une cyclide
de Dupin en anneau. Le but de ceparagraphe est, à partir
de trois points donnés de l’espace, P020, P200 et P002, de
construire un tore puis une cyclide de Dupin de telle façon
que ces trois points soient les sommets d’un triangle 3D sur
la surface correspondante.

3.1. Sur un tore

L’algorithme1 nouspermet de construireuntriangle3D à
bords circulaires sur un tore à colli er. Nous rappelons que le
triangle est composé de trois arcs de cercles : un arc obtenu
à partir d’un parallèle, un autre obtenu à l’aide d’un méri-
dien et le dernier obtenu à partir d’un cercle de Vill arceau.
Puisque le triangle est rectangle, sans perte de généralités,
nous prenonsP200 et P002 dans leplan d’équation z = 0 (fi-
gure 13) et les points P020 et P002 dans le plan d’équation
y = 0.

(a)

(b)

(c)

Figure 10: Lien entre les cercles de Vill arceau. (a) : sur le
tore. (b) : sur la cyclide de Dupin en gardant le même angle
de vue. (c) : sur la cyclidedeDupin en optimisant l’anglede
vue.
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Figure 11: Cercles de Vill arceausur une cyclide de Dupin

Figure 12: Triangle rectangle 3D sur une cyclide de Dupin
en anneau.

Les étapes 1, 2 et 3 de l’algorithme 1 nous permettent
de construire les plans médiateurs respectifs de [P200P020],
[P200P002] et [P002P020] àpartir des mili eux de chaque seg-
ment.

Les étapes 2 et 4 nous permettent de construire le centre
du tore,OT (xT ,0, zT ), en fonction dezT .

Les étapes 2 et 5 nous permettent d’obtenir Op(xp,0,0),
le centre du parallèle.

Notons que les points OT , Ov et Om sont dans le plan
d’équation z = zT . Les étapes 3 et 6 nous permettent d’ob-
tenir la coordonnéexm, en fonction dezT , ducentredumé-
ridienOm.

A l’étape 7, nous déterminons le rayonmineur du tore.

Ov(xT +r cosθ0, r sinθ0, zT ) étant le centre de lasphère
de Vill arceau, les étapes 1 et 8 nous permettent de détermi-
ner, à l’aide de zT , le plan défini par les pointsOm, OT et
Ov .

A l’étape 9, nous calculons le rayon majeur du tore en
posant R =OmOT cequi nous permet, à l’étape 10, de dé-

terminer Ov en fonction deθ0, en résolvant l’équation :

OmO
2
T = P020O

2
v =R

2

Nousobtenons plusieurs solutions, nous choisirons labonne
solutionà l’étape 12.

A l’étape 11, nous effectuons un changement de repère
afin de placer tous les points dans le repère du tore.

Les arcs de cercles seront modélisés par des courbes de
Bézier rationnelles quadratiques [Gar07] que nous appelle-
rons courbes de Bézier afin d’alléger les notations. L’étape
12 permet de trouver labonne solution de l’équation (20) en
imposant que le grand cercle de la sphère de centreOv et
passant par P020 et P200 soit sur le tore, figure 14.

A l’étape 13 (resp. étape 14), nous considérons l’arc de
méridien (resp. l’arc deparallèle) comme une courbe deBé-
zier, figure 15.

(a) (b)

Figure 14: Représentation dutore avecla sphère de Vill ar-
ceau, un parallèle et un méridien. (a) : Le tore de rayons
r ≃ 3,25 et R ≃ 3,61, la sphère de Vill arceau et un méri-
dien. (b) : Letore, la sphèredeVill arceau, un parallèle et un
méridien.

Dans l’exemple des figures 14 et 15, le rayon mineur est
r ≃ 3,25 tandis que le rayon majeur est R≃ 3,61. Les trois
sommets de départ sont :

P002 = (2 ; 0 ; 0)

P200 = (0 ; −4 ; 0)

P020 = (−2 ; 0 ; −1)

(15)

le centre du tore est :

OT ≃ (−3 ; 0 ; −2,93) (16)

le centre du cercle de Vill arceau est :

Ov ≃ (−1,87; −3,04; −2,93) (17)

le centre du parallèle est :

Op ≃ (−3 ; 0 ; 0) (18)

tandis que le centre du méridien est :

Om ≃ (−0.61 ; 0 ; −2,93) (19)
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r

b

b

r

b

b

r

Ov

r

y = 0

R

C110

Op

r

P002

r

z = zT

P020

z = 0

OT

R

Om

P200

R

C011 C101

Figure 13: Schéma de construction d’un triangle 3D sur un tore à colli er, algorithme 1.

(a) (b)

Figure 15: Représentation dutriangle 3D sur le tore de la
figure 14. (a) : Le tore et les trois cercles qui composent le
triangle. (b) : Le triangle 3D sur le tore.

3.2. Sur des cyclides deDupin en anneau

A partir d’untriangleobtenu par l’algorithme1, nous sou-
haitons construire une inversion laissant invariants les som-
mets et transformant les cercles en cercles et le tore en cy-
clide de Dupin. Pour cela, Ωi, le centre de l’ inversion, ne
doit pas être choisi ni sur un des cercles ni sur le tore.

Ωi k figures

(3,11; −1,55; 2) 6,86 17(a) et 18(a)
(4,11; −2,05; −2) 29,35 17(b) et 18(b)
(

3,54; −1,77;
1
4

)

13,79 17(c) et 18(c)

Table 2: Valeurs approchées des coordonnées du centre Ωi
de l’ inversion et du rapport k de l’ inversion, formule (21),
utili séspour obtenir les figures 17 et 18.

Afin de rendre aiséela manipulation des triangles 3D sur
la cyclidedeDupin obtenue par inversion dutore à colli er, il
est indispensablede calculer lesparamètresa, c et µ de cette
cyclide afin depouvoir utili ser leséquations(9), (10) et (11).

Ainsi, à l’étape 1, nous choisissons Ωi(xi,yi, zi), centre
d’une sphère passant par les trois sommets du triangle. Le
point Ωi appartient donc aux plansmédiateurs des segments
[P200P020] et [P200P002]. Nous obtenons un seul degré de
liberté sur la coordonnéezi et trois exemples sont présentés
dans le tableau 2.
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Algor ithme 1 Construction d’un triangle rectangle 3D à
bords circulaires, de sommets donnés, sur un tore à colli er.
Entrée : trois points P200(x200;y200;0),
P020(x020;0;z020), P002(x002;0;0) non alignés avec
y200< 0.

1. Détermination de I110 mili eu dusegment [P200P020].

2. Détermination de I101 mili eu dusegment [P200P002].

3. Détermination de I011 mili eu dusegment [P002P020].

4. Initialisation ducentre du toreOT (xT ;0;zT ). Détermi-
nation, en fonction dezT , dexT par :

−−−−→
OT I101•

−−−−−→
P002P200 = 0

5. Initialisation ducentre du parallèleOp (xp;0;0) passant
par P002 et P200. Détermination dexp par :

−−−−→
OpI101•

−−−−−→
P002P200 = 0

6. Initialisation ducentre duméridienOm (xm;0;zT ). Dé-
termination, en fonction dezT , dexm par :

−−−−→
OmI011•

−−−−−→
P002P020 = 0

7. Initialisation durayonmineur du tore en fonction dezT :
r =OmP002.

8. Initialisation du centre de la sphère de “Vill arceau”
Ov (xT + r cosθ0;r sinθ0;zT ). Détermination de zT
par :

−−−−→
OvI110•

−−−−−→
P020P200 = 0

9. Détermination durayon majeur du tore : R =OmOT .

10. Résolution, en fonction deθ0 de l’équation :

OmO
2
T = P020O

2
v (20)

Soit Sθ0 l’ensemble des solutions comprises entre 0 et
2π.

11. Expression de tous lespoints dans le repère du tore.

12. Soit C110, unarc ducercledeVill arceau, la courbedeBé-
zier de centreOv passant par P020 et P200. Détermination
deθ0 tel que le cercleC110 vérifie l’équation implicitedu
tore.

13. Soit C011, un arc du cercle méridien, la courbe de Bézier
de centreOm passant par P020 et P002.

14. Soit C101, un arc du cercle du parallèle, la courbe de Bé-
zier de centreOp passant par P200 et P002.

Sortie : un triangle rectangle 3D à bords circulaires sur un
tore à colli er.

La sphère construite àl’étape 1 est la sphère d’ inversion,
cequi nous permet, à l’étape 2, de calculer le rapport d’ in-
version :

k = P002Ω2
i (21)

Figure 16: Lasphèred’ inversion permettant d’obtenir la cy-
clidede Dupin en anneau à partir du tore à colli er.

A l’étape3, nousconstruisons la cyclidedeDupin comme
l’ image du tore par l’ inversion construite précédemment, fi-
gure 17. La figure 16 montre, sur le dernier exemple, le tore
de révolution, la cyclide de Dupin et la sphère d’ inversion.

Par lasuite, nousdéterminons lesparamètresdela cyclide
deDupin. Pour cela, nouscommençonsàl’étape4 par déter-
miner ladroite∆θ comme étant l’ intersection dedeux paral-
lèles sur la cyclide de Dupin. A l’étape 5, nous déterminons
la droite ∆ψ comme étant l’ intersection de deux méridiens
sur la cyclide de Dupin. A l’étape 6, nous construisons ∆0,
la perpendiculaire commune aux droites ∆θ et ∆ψ ainsi que
le plan Pz, engendré par ∆0 et ∆ψ. Ce plan est un plan de
symétrie de la future cyclide de Dupin.

Lors de l’étape 7, nous calculons les couples de points
(Ai,Bi), i ∈ {0;1;2}, intersections de trois parallèles avec
leplan Pz.

A l’étape 8, ces trois couples de points vont nous per-
mettre de déterminer les cercles C1 et C2, cercles princi-
paux de la cyclide de Dupin, passant respectivement par
(A0, A1, A2) et (B0, B1, B2). Le centre de C1 (resp. C2)
est O1 (resp.O2) et son rayonest ρ1 (resp. ρ2).

A l’étape 9, nous déterminons les paramètres de la cy-
clide de Dupin grâce aux cercles principaux, formule (12).
Les valeurs approchées des paramètres des cyclides de Du-
pin dépendent de la cote de l’ inversion et sont données par
le tableau 3.

Les étapes 10, 11 et 12 nous permettent de définir le tri-
angle 3D sur la cyclide de Dupin en modélisant chaque arc
de cercles par une courbe de Bézier.

La figure 17 montre trois exemples de cyclides de Dupin
obtenues par inversion dutore de la figure 15(b). Les som-
mets du triangle sur ce tore sont invariants, ainsi la sphère
d’ inversion doit passer par cestroispoints, cequi nous laisse
un degré de liberté : nous avons choisi la cote zi du centre
de lasphère d’ inversion.
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zi a c µ figures

2 1,96 1,30 1,45 17(a) et 18(a)
−2 9,34 7,35 7,77 17(b) et 18(b)
1
4

2,38 1,23 1,52 17(c) et 18(c)

Table 3: Valeurs approchées, en fontion de la cote zi du
centreΩi del’ inversion, desparamètres descyclidesdeDu-
pin des figures 17et 18.

La figure 18 montre le triangle 3D obtenu sur la cyclide
de Dupin. L’arc de cercle rouge (resp. doré) est un arc de
courbure obtenu avec ψ (resp. θ) constant dans l’équation
(9). L’arc de cercle bleu est un arc de cercle de Vill arceau.

3.3. Tr iangles plansversus tr iangles 3D

La figure 19 montre un triangle 3D à bords circulaires et
une représentation facétisée avec67 triangles plans. Dans le
cas du triangle 3D, il nous suffit de stocker les trois para-
mètres de la cyclide de Dupin a, c et µ, les douze coeffi-
cients de la matrice de la transformation affine sous forme
projective, ainsi que lesdeux paramètresθ0 et ψ0 donnant la
valeur duméridien et du parallèlepassant par deux sommets
cequi nous fait 17 réels et aucune information topologique
sur ce triangle. Dans le cas des 67 triangles plans, nous de-
vons stocker les 45 sommets ce qui nécessite le stockage
de 135 réels et les informations topologiques permettant de
relier ces sommets entre eux. Nous faisons remarquer que
pour construire cette représentation facétisée, nous n’avons
pris que 8 points par arc de cercles, ce qui n’est pas beau-
coup et peut générer des erreurs d’approximation. De plus,
si nous voulons affiner lavisualisation de lasurface, c’est-à-
dire augmenter le nombre de triangles plans à afficher, dans
le cas du triangle 3D, nous n’avons aucune modification à
faire concernant le stockage des données, seuls les pas de
discrétisations sont à changer, tandis que dans les cas de la
modélisation des triangles plans, il faut recalculer les som-
mets et les informations topologiques.

Qu’en est-il des calculs d’ intersections? Dans le cas du
tore, nous pouvons obtenir facilement les équations des
plans contenant les cercles de courbure ainsi que l’équa-
tion du plan contenant le cerclede Vill arceau [Gar08]. Dans
le cas d’une cyclide de Dupin, les formules (13) et (14),
donnent les équations des plans engendrés par les cercles de
courbure. En prenant un point, en plusdeP020 et P200, sur le
cercle de Vill arceau, nous pouvons obtenir l’équation impli -
citedutroisièmeplan contenant le cercledeVill arceau. Dans
les deux cas, nous pouvons enfermer le triangle dans un es-
paceobtenu par intersections de trois demi-espaces de fron-
tières les troisplansprécédents, figure20. Ainsi, un point du
triangle 3D doit vérifier :

• trois inégalités correspondant à l’ intersection des trois
demi-espaces;

(a)

(b)

(c)

Figure 17: Exemples de cyclides de Dupin en anneau (en
rose) obtenues par inversion dutoreà colli er (en cyan) de la
figure 15(b) en fonction de la cote zi du centre de la sphère
d’ inversion. (a) : zi = 2. (b) : zi = −2. (c) : zi = 0,25.
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Figure 19: Modélisation par un triangle 3D, affichage et/oumodélisation par des triangles plans.

• l’équation implicite de degré 4 dutore ou de la cyclide
de Dupin.

Ainsi, lescalculs lorsd’un lancer derayons sont très sim-
plifiés puisqu’ il suffit de tester trois inégalités de degré 1
pour savoir si le rayon coupe la zone englobant le triangle
3D (un test par plan) et dans le cas favorable, résoudre une
équation de degré 4 pour déterminer le ou les éventuel(s)
point(s) d’ intersection entre le rayon et le triangle 3D.
Dans le cas de triangles plans, nous devons tester l’ inter-
section entre le rayon et les triangles plans, un à un, jus-
qu’àl’obtention d’unepremièreintersectionet, si lerayon ne
coupe aucun des 67 triangles, nous devons faire 67 tests! ! !

4. Conclusion et perspectives

Dans cet article, nous avons développé une méthode per-
mettant de construire des triangles rectangles 3D non plans
à bords circulaires sur une cyclide de Dupin en anneau à
l’aide d’un tore et d’une ou plusieurs inversion(s). Nous
sommes partis de trois points de l’espace, avons construit
le triangle sur le tore à colli er, puis fabriqué un triangle sur

la cyclide de Dupin obtenue àpartir du tore et d’une inver-
sion. Néanmoins, il existe une infinité d’ inversions permet-
tant d’obtenir une cyclide de Dupin en anneau à partir du
tore construit précédemment et laissant invariants les trois
points donnés. Notre méthode induit malheureusement une
perte de contrôle concernant la forme du triangle 3D sur la
cyclide de Dupin comme le montre la figure 18(a).

En plus de la résolution du problème précité, les pro-
chainesétapesde cetravail auront pour objectifs la construc-
tion de triangles 3D non rectangles en s’appuyant sur deux
cercles de Vill arceau, la réalisation de jointures de type G1

entredetelstrianglesainsi quelamodélisation d’objetscom-
plexes en utili sant des patchworks de triangles rectangles
non plans à bords circulaires. En s’appuyant sur des super-
cyclides elli ptiques, une généralisation aux triangles 3D à
bords elli ptiques est envisagéedans unavenir plus lointain.
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(a)

(b)

(c)

Figure 18: Représentationsde triangles3D sur descyclides
de Dupin de la figure 17. (a) : zi = 2. (b) : zi = −2. (c) :
zi = 0,25.
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Algor ithme 2 Construction d’un triangle rectangle 3D, de
sommets donnés, sur une cyclide de Dupin en anneau.

Entrée : un triangle rectangle 3D à bords circulaires, de
sommets donnés, P200(x200;y200;0), P020(x020;0;z020) et
P002(x002;0;0), sur un tore à colli er, construit par l’algo-
rithme1.

1. Choix d’un point Ωi, n’appartenant pas au tore, apparte-
nant au plan médiateur du segment [P200P020] et du plan
médiateur du segment [P200P002].

2. Calcul du rapport de l’ inversionk = P002Ω2
i .

3. Construction dela cyclidedeDupinSCD4, imagedutore
par l’ inversion iΩi,k.

4. Détermination de la droite ∆θ de la cyclide de Dupin à
partir des images, par l’ inversion iΩi,k, de deux méri-
diens sur le tore.

5. Détermination de la droite ∆ψ de la cyclide de Dupin à
partir des images, par l’ inversion iΩi,k, de deux paral-
lèles sur le tore.

6. Détermination de la droite ∆0, perpendiculaire commune
aux droites∆θ et ∆ψ et construction du planPz , engendré
par ∆0 et ∆ψ, de la cyclide de Dupin.

7. Détermination de trois couples de points (Ai,Bi) avec
i = 0;1;2, intersection des images, par l’ inversion iΩi,k,
de trois méridiens sur le tore avecleplanPz vérifiant :

d (Bi,∆θ)< d (Ai,∆θ) (22)

8. Détermination des cercles principaux C1 et C2 définis
respectivement par (A0, A1, A2) et (B0, B1, B2), de
centresO1 et O2 et de rayonsρ1 et ρ2.

9. Détermination desparamètresdela cyclidedeDupin, for-
mule (12).

10. Soit CCD4
110 , un arc du cercle de Vill arceau sur la cyclide

de Dupin, image deC110 par l’ inversion iΩi,k.

11. Soit CCD4
011 , un arc du cercle méridien sur la cyclide de

Dupin, image deC011 par l’ inversion iΩi,k.

12. Soit CCD4
101 , unarc ducercledu parallèlesur la cyclidede

Dupin, image deC101 par l’ inversion iΩi,k.

Sortie : un triangle rectangle 3D à bords circulaires sur une
cyclide de Dupin.

Les auteurs remercient également les relecteurs de RE-
FIG et de l’AFIG08 qui, grâce àleurs conseils, ont permis
d’augmenter la lisibilit éde cet article.
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