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Résumé

Les coordonnées de Pliicker sont bien connues, notamment enatitprengraphique, comme un outil de mo-
délisation et de manipulation de droites de I'espace 3D. La plupart desdnttions sur le sujet définissent ces
coordonnées soit directement par la géométrie, soit au moyen debi@djaéaire, malheureusement sans fournir
de définition claire quant a I'espace de droites sous-jacent. Cela en faititincertes pratique, mais peu intuitif.
Le résultat est le risque (avéré dans certaines publications) d’e8nterprétation ou encore de mauvaise utili-
sation. Une troisiéme définition de ces coordonnées, moins connussgleix précédentes, repose sur I'algébre
de Grassmann, et offre a ce titre un vrai espace de manipulation.

Cet article propose une étude de ces trois formulations, purement ggquee ou basés sur I'algébre linéaire ou
celle de Grassmann. Le but est d’apporter un éclairage complet, e¢ eens différent des approches tradition-
nelles, des coordonnées de Plicker. Il suggére aussi des exedfyiisation de ces définitions de coordonnées
de droites, en remontrant quelques unes des propriétés utilisées demsfaunauté graphique.

Mots clé : Informatique Graphique, Coordonnées de Plu- Il est remarquable que si Nirenstein utilise les coordon-
cker, Algebre de Grassmann nées de Plicker, sa vision trop géométrique I'entraine vers
une optimisation qui se révéle étre la source de bien des pro-
blémes. Ainsi, il utilise une réduction du nombre de coor-
1. Introduction données de Pliicker, arguant du fait de travailler dans un es-
Jace projectif, les coordonnées définissant une droite a un
scalaire pres. Malheureusement, tous les problemes de ro-
bustesse de sa technique, soulevés dans la thése de Mora,
proviennent directement de cette réduction. Une meilleure

lignes[PlU65]. En informatique graphique, elles sont utili- . . -
q [ ] que graphiq connaissance des droites de Plucker et surtout de I'espace
sées par exemple par Seth Teller, notamment pour le calcul . ; . o
vectoriel les contenant lui aurait pourtant permis d'éviter ce

des droites passant par 4 droites [TH99], ou encore pour le "
calcul de lantipenumbrad’une source polygonale [Tel92] piege.
pour du calcul d’éclairage direct. Cette notion se retrouve

aussi dans le cadre du lancé de rayons avec les travaux de
Pellegrini [Pel90], et plus généralement pour le calcul de
l'intersection de triangles [Pel93].

Les coordonnées de Pllcker sont une représentation de
droites de I'espace affine 3D, introduite au Y% siécle
par Julius Plicker dans ses travaux sumgéométrie des

Dans [Sho98], Shoemake présente la vision purement
géométrique des coordonnées de Pliicker, tout en proposant
un ensemble de propriétés en découlant fort utile. Cet aspect

Ces coordonnées sont, de plus, largement utilisées pourdes coordonnées de Pliicker n’est pas le seul : il existe ainsi
formuler et résoudre des calculs de visibilité. Ainsi, Shaun une seconde formulation basée sur I'algebre linéaire, donc
Nirenstein [NBG02,HMNO5] les utilise-t-il afin de représen- exprimée sous forme matricielle [Som59], permettant juste-
ter les droites traversant deux polygones convexes tridimen- ment de démontrer quelques unes des propriétés énumérées
sionnels donnés, pour ensuite en retrancher celles bloquéegar Shoemake. Dernierement, Sylvain Charneau [Cha07] a
par des obstacles, autrement dit pour calculer la visibilité proposé un modéle d’espace de droites nD reposant sur l'al-
entre deux polygones 3D. Ces travaux se sont poursuivis, gebre de Grassmann [Pos81]. Ce modele, appliqué au cas
en particulier par ceux de Frédéric Mora [MAO5] ou encore tridimensionnel, fournit encore une fois les coordonnées de
Sylvain Charneau [Cha07]. Pliicker, avec en supplément une véritable notion d'espace

© REFIG 2009, Revue Electronique Francophone d’Informatiqraplique.
Publiée par I'Association Francaise d’'Informatique Giigpke



60 Lilian Aveneau / Plicker revisité

de droites, qui se révéle trés utile pour résoudre des pro-
blémes purement algébriques.

Cet article a pour objectif premier de faire le point sur
ces trois visions complémentaires des coordonnées de PIi-
cker, en les développant complétement et en montrant leurs
possibilités respectives, autrement dit leurs intéréts. Il re-
prend ainsi I'ensemble des approches précédentes, géomé-
trique [Sho98], en algébre linéaire [Som59] ou basée sur
I'algebre de Grassmann [Cha07], et les compare dans le but Figure 1: Approche géométrique des coordonnées de Plu-
de mieux les comprendre. Ceci devrait permettre au lecteur Cker, pour la droite | passant par les points de vecteapsiis
de manipuler I'espace de droites pour y opérer des démons-b : elle prennent la forme d’un vecteur directew=b —a, et

trations, & partir des intuitions qu'offrent ces différentes ap- d'un moment = ax b orthogonal a 'hyperplan contenant
proches. | et I'origine du repére cartésien.

La section 2 rappelle les deux formulations classiques
des coordonnées de Pliicker, 'une purement géométrique,
'autre basée sur I'algébre linéaire. La section 3 introduit
I'espace de droites reposant sur I'algébre de Grassmann, qui(xl7y1’ 2) €t(x2,y2,2) :
offre 'avantage d’une vision géométrique formelle, permet-
tant notamment d’avoir I'intuition mathématique des résul- Vo —V1
tats et démonstrations que 'on voudrait y opérer. La sec- -2
tion 4 reformule quelques propriétés classiques découlant M = ViZa — YoZ1 (3)
des coordonnées de Pliicker, et montre notamment l'intérét Z1%0 — 2%
de connaitre les différentes formulations. Enfin, la derniére X1Y2 — XoV1
section conclut cet article.

X2 —X1

Ces coordonnées identifient la droite modulo un scalaire
non nul : tous les sextupldsru : av} représentent la méme
droite. Nous pouvons ainsi énoncer le théoréme suivant :

2. Formulations classiques Théoréme 1Soient, dandR3, deux pointsA et B distincts

et de vecteurs coordonnéa®tb. Posons les vecteurs=
b—aetv=axbh. Ces deux vecteurs définissent sans am-
biguité une unique droitk identifiée par les coordonnées
M ={au:av}, etceva e R*.

2.1. L'approche purement géométrique

Linterprétation géométrique se place dans I'espace affine
3D usuel muni d'un repere cartésien [Aud06], qui offre par
définition un espace de points et un espace vectoriel dit di-
recteur. Soit une droitie définie en toute généralité par deux
pointsA etB, connus par leurs vecteurs de coordonnés notés  Soient deux autres points= a+ au etd = b+ u sur
aetb. Comme illustré sur la figure 1, la vision géométrique la droitel définie para etb. Montrons que les coordonnées
d’une droitel consiste a définir, d’'une part, sa direction de Plucker calculées a partir deetd sont proportionnelles
d’expressioru = b — a, et, d’autre part, sa positiond’ex- a celles calculées a partir deet b. La direction esu’ =
pressiornv = ax b, ol x représente le produit vectorie. En d—-c=b—a+ (8 —a)u=(1+f3—a)u. La position est
mécanique, ou nos deux points formant la droite sont assi-
milés a deux particules en mouvement, cette posii@st
aussi connue comme un moment de force.

Preuve (géométrique)

v = cxd

(a+au) x (b+Bu)

(1—a)a+ab) x ((1+B)b—Ba)
1-a)(1+B)axb+(...)bxb+(...)axa

Autrement dit, les coordonnées d’une drditsont défi-
nies a I'aide du sextuplé suivant :

—apBbxa
n = {u:v} 1) = (1-a+pB—aB)axb+aPfaxb
= {b—a:axb} ©) = (1-a+paxb
= (1-a+pB)v

i.e. via six coordonnées correspondant aux deux vecteurs e
u etv. Elles s'écrivent aussi, pour une droite passant par DONC, les sextuplégu’:v'} = {(1—a+p)u: (1-a+p)v}

les deux points distincta et B de coordonnées respectives  €t{U: v} sont bien proportionnels. [
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Lilian Aveneau / Pliicker revisité 61

2.2. Propriétés des coordonnées

Dans [Sho98], Ken Shoemake propose un panorama as-
sez intéressant des différentes propriétés des coordonnées de

Plicker. Nous en rappelons ici deux, a titre d’exemples. La
plus importante concerne la possibilité de calculer I'orien-

tation relative de deux droites entre elles. Dans I'espace,
deux droites peuvent étre coplanaires.(lles se croisent,

au moins a l'infini), ou non. Dans ce dernier cas, en prenant
deux points quelconques mais distincts sur chaque droite,
nous obtenons toujours un tétraédre de volume non nul.

2.2.1. Coplanarité

L'approche géométrique des coordonnées de Pliicker per-
met de montrer facilement le théoréme suivant :

Théoréme 2Deux droites de coordonné€g = {u : v} et
My ={u’:Vv'}, définies a partir de couples de points distincts,
sont coplanaires si et seulement si :

uvv+uv =0

4
Pour faire la preuve de ce théoréme, commengons par
montrer le lemme suivant :

Lemme 1 Soient deux droites de coordonndgs= {u: v}
etn = {u’:V'}, alors la quantité :

u.v+uyv
est invariante par translation.

Preuve (Lemme 1) Appliquons la translation d’'un vecteur
quelconqué sur cette quantité. Soient deux points de vec-
teursa et b choisis distincts sut tels queu =b —a et
v =ax b; soient deux points de vectewr'setb’ choisis dis-
tincts surl’ tels queu’ = b’ — & etV = & x b’. Les droites
translatées ont les coordonnddls= {u: (t+a) x (t+b)}
etn}, = {u': (t+a) x (t+b")}. Pour la premiére partie de
I'équation 4, il vient :
u.((t+a)x (t+hb)) = U.(txb—txa+axb)

= U.(txu)+u.v

Pour la seconde partie de I'équation 4 nous avons :

u. ((t+a) x (t+b"))

u.(txb' —txa +v)
= —Uu.(txu)+uv

La somme des deux parties reste donc constante par transla-

tion d'un vecteut quelconque. |
Nous pouvons maintenant écrire la preuve du théoreme 2.

Preuve (Théoréeme 2) Commengons par montrer I'implica-
tion, en supposant que les deux droites sont coplanaires.
Plagons-nous dans le cas ou la premiére diofiasse par
I'origine du repeére cartésien, par exemple en preaaatO

etu = b (cf. figure 2).

Par hypothese, la positiondel est nulle, ce qui implique
u’.v = 0. Il suffit donc de montrer que.v' = 0, ce qui est
forcément le cas puisque, par hypothése de coplanarité,

© REFIG 2009.

Figure 2: Exemple géométrique de coplanarité de deux
droites | et [, dans un repére dont 'origine appartient a |.

est dans le plan passant par I'origine du repére et de normale

V.

Dans le cas général, il suffit d’appliquer le lemme 1 pour
finir de montrer I'implication.

Pour terminer la démonstration, il reste & montrer la ré-
ciproque. Supposons que I'équation 4 soit vérifiée. Vu le
lemme 1, nous déplacons le repereaesurl. Nous avons
toujoursu.v’ 4+ u’.v = 0, avec par hypothese= 0. Il vient
queu.v' = 0, ce qui implique ques est dans le plan conte-
nantl’ et passant par le poirt, autrement dit que les deux
droites sont coplanaires. ||

2.2.2. Orientation relative

En pratique, I'équation 4 sert principalement pour qua-
lifier l'orientation relative des deux droites entre elles,
une mesure du volume du tétraédre construit. Il est relative-
ment facile de vérifier que, lorsque cette mesure est stricte-
ment négative (resp. positive), alors les deux droites passent
a gauche (resp. a droite) I'une de l'autre. Les deux termes de

ua

Figure 3: Application du lemme 1 al'illustration de I'orien-
tation relative de droites entre elles : le produi.v est po-
sitif, la droite l; passe a droite de |; au contrairel,.v est
négatif et ) passe a gauche de l.

cette égalité représentent chacun un déplacement le long de



62 Lilian Aveneau / Plicker revisité

chaque droite par rapport a la position de I'autre draoigea sont linéairement indépendantesMeest de rang 2. SoN

un hyperplan de normale Pour s’en convaincre, il suffitde  une seconde matrice construite a partir de deux autres points
translater encore une fois le repére cartésien en un point situédistincts de vecteursetd de la méme droité. De fait, ces

surl oul’, donc d’avoir encore un des deux termes nul; la deux points appartenant a la drdifehacun est linéairement
situation devient purement vectorielle, et I'orientation plus dépendant des poingsetb :

palpable ¢f. figure 3). ¢ = xa+ysb
sidg(ly,1) < 0 side(lo,1) =0 side(l1,1) >0 d = xpa+ysb

Autrement dit, les colonnes d¢ sont des combinaisons

7 7
(D /D linéaires de celles dd, et il existe une matric€, inversible
|g/ A lo |1_/> (les points de vecteursetd étant distincts), telle que :
I I

N:M><T:M><< X1 X2)
I y1 Y2

) _ ] ) ' . Construisons maintenant les mineurs de la mafxicee.
Figure 4: lllustration de l'opérateur sidg), qui fournit I'ensemble des déterminants des sous-matrice® Pasées
I'orientation relative de deux droites entre-elles : a gauche, gy les lignes et j. Ces déterminants sont de la forme :

il est négatif, et passe a gauche de | ; au centre il est nul,
et les droites se croisent ; & droite il est positif eplasse a cidj —cjdi = (X1 +Yy1bi)(xzaj +Y2bj)

droite de | . —(x1aj +y1bj) (28 +yoby)
= (xaXo@iaj + X1Y28ibj + Xay1ajbi + y1yobibj)
Cette caractérisation de l'orientation relative entre deux — (x1%@aj + X1Y2ajbi + X2y18ibj + y1y2bibj)

droites est justement ce qui permet de tester I'intersection
d’un rayon quelconque avec un triangle, ou un polygone
convexe, ou encore un volume convexe [MWO04], en ne cal-
culant que les orientations entre le rayon et les arétes bor-
dant le triangle/polygone/volume. On définit alors I'opéra-
teurside), illustré sur la figure 4, comme :

sidel,I’) = u.v +u'.v (5)

x1y2 [aibj —ajbi] +xoy1 [ajbi — abj]

Ce calcul montre que les lignest j des matricet etN
sont liées par la relation :
G G
¢ d

a b
aj b

X1 X2
yi Y2

(6)

En remarquant dans I'’équation 6 que le déterminant a
2.3. L'approche en algébre linéaire droite est constant quels que soient les indices des lignes

, L. . . et j, il devient évident que les deux autres déterminants sont
L'approche purement géométrique est bien pratique pour, yeg eypressions de coordonnées de la dtoitennue & un
par exemple, déduire des algorithmes comme la rech(ar(:hesca|aire prés, et donc dans un espace projectif.

de l'intersection entre un rayon et un triangle, ou d’autres . o ] )
algorithmes basés sur une approche géométrique_ Par contre, Il vient la définition C|aSSIque des coordonnées de Plucker,
elle s’avére peu pratique pour s’essayer a une démonstrationdui sont les déterminants des matrices formées des lignes

un tant soit peu complexe. et j deM (ou deN), i.e.des mineurs d& ouN :

Nous rappelons ici une autre version des coordonnées de 5 = g b @)
Plicker classiques. Quel que soit I'auteur qui s’y essaye, leur aj b
dérivation passe toujours par un plongement de I'espace de = ajb; —ajby (8)
points 3D dans un espace projeddf, i.e. en associant &
chaque point une droite vectorielle [Aud06]. Tout point s'ex- Le nombre de coordonnées distinctes (a un scalaire prés)
prime donc en coordonnées homogénes a l'aide de quatrequi ne soient pas toujours nulles €§t= 6, ce qui donne les
coordonnées, la derniére valanglg.: a= (x,y,z1). six coordonnées des droites de Plucker :

Soitl une droite définie par deux points distinétetB de n = (m,m, m®, 0, B, ) 9)
vecteursa = (a3, a2,as,a4) etb = (by, by, bz, bs). Construi- = (841,042, Bu3, B3, 331, O12) (10)

sons la matrice suivante : . i
L'ordre dans lequel sont données ces coordonnées peut sem-

21 21 bler étrange de prime abord ; en réalité il n’a pas d’autre im-
M = a2 b2 portance que la convenance de celui qui le décide : il a été
3 b3

b choisi ici pour correspondre exactement aux coordonnées
a D obtenues avec la version purement géométrique de I'équa-
Les pointsA et B étant distincts, les colonnes de la mattite tion 3.

© REFIG 2009.
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Cette approche, algébrique, repose principalement sur lales produits des vecteurs de$ $bus-ensembles de la base
notion de calcul de déterminant, pour résoudre des systemesdeE.
linéaires. Il s’agit donc d’effectuer des calculs a partir des
coordonnées de points projectifs engendrant les droites. Une
telle démarche offre certes un cadre plus rigoureux que la
vision purement géométrique, mais un cadre bien lourd a
manipuler, car uniquement basé sur des systemes matriciels
La version reposant sur I'algébre de Grassmann va apporter
bien plus de souplesse.

De la base de I'algébre, il est facile de déduire celles des
sous-espaces de dimensidhe [0...d], comme étant les
sous-ensembles d’éléments de dimensions identiques. Par
exemple, la base du sous-espace de dimension O (les sca-
laires surK) est toujours I'unité &. La base du sous-espace
de dimension 1 est la base &e Celle du sous-espace de
dimensiond est composé du multivectegy Ae; A ... A gqy.

3. Formulation utilisant I'algébre de Grassmann 3.1.2. Exemple

Sans trop entrer dans les détails des algébres géomé- Prenons en exemple 'espagale dimension 3 et de base
triques, nous rappelons ici l'essentiel de 'algébre de Grass- (€1,€2,€3). Une base de l'algebre est alors la famille :
mann, de fagon a construire ensuite I'espace des droites 1

T . ,€1,62,€63,81 N\€2,82\€3,E83/\€1,€1 NEQAE3
[Pos81]. Cette partie s’inspire librement de la thése de S. (e )

Charneau [Cha07] qui définit les espaces de droites pour desAfin d’obtenir les mémes coordonnées de Pliicker que pre-
espaces projectifs de dimensians 2. cédemment, nous utilisons le multivectegn e; et non pas
e1 A\ e3, ce qui deviendra clair en fin de §3.2.

Remarquons que cette base contient celles des sous-

3.1. Algébre de Grassmann
9 espaces de l'algébre de dimensiohs [0...3], a savoir :

3.1.1. Rappels 0
. . . (1) pour \"(E)

Commencons par un rapide rappel sur une algebre en gé- 1
néral, qui peut se comprendre comme un espace de sous- (e1,e2,€3) pour /\ (E)

espaces vectoriels. Soit un espace vectdidefini sur un 2
corpsK, et soient deux élémentset b de E linéairement (et A&y, e Neg,e3ne1) pour \°(E)
indépendants. Autrement dd,et b sont deux vecteurs tels (e1AexAes) pour /\B(E)

qu’il n’existe aucun scalairer € K tel queaa = b, ot aa

faitintervenir la loi externe dE. Le produit dea parb donne

dans I'algebre/\ (E) un représentant du sous-espace engen-

dré par nos deux vecteurs. Ce sous-espace n'est pas un élé- Le produit extérieur a, pour nous, deux significations in-

ment deE, mais s’exprime dans un nouvel espace vectoriel. téressantes lorsqu'il est appliqué a deux élémengs'dE),

La sommede tous ces sous-espaces forme I'algeh(E). i.e. a deux vecteurs dE. La premiere, formelle, est que le
Un élément d’un espace vectorilest un vecteur dE, multivecteur obtenua A b, représente un sous-espace vecto-

par définition. Nous appelleromsultivecteurun élément de riel de basa, b).

I'algébre A(E). La seconde est géométrique : ce multivecteurpiwec-
teur, représente I'ensemble des vecteur&dpii sont linéai-

Définition 1 L'algébre de Grassmann est associative uni- rement dépendants a la fois det deb. Géométriquement,

taire, avec comme loi interne multiplicative le produit ex- en associarf a un espace projectif (pour passer de la notion

térieurA, dont la particularité principale est d’étre anticom- de vecteurs ou droites vectorielles, de dimensipa celle

mutatif. Ainsi, pour tous vecteugsetb deE, nous avons : de point en dimensiod — 1), a etb forment une droite dans
I'espaceE, quelle que soit sa dimensiah

3.1.3. Interprétation géométrique

ana =0 (11) o ) o )
arb — —bAa (12) Ainsi, est-il coura_mt de I|r_e iciou la que I'espace de d\rones
est I'espace des bivecteuis. des 2-vecteurs de I'algébre

. s . construite sur I'espace projectif de départ, et ce quel que soit
Pour manipuler les éléments des espaces vectoriels ou des P proJ P quetd

algébres, il convient d'y définir une base. La construction d [Pos81, Cha07].
d’'une base d¢\(E) va, en pratique, reposer sur celle d'une
base deE. Soit donc pouiE la base(ey,...,eq), d étant la 3.2. Construction de I'espace de Pliicker

dimension deE. Une base de I'algebre est alors la famille

suivante - Cette signification géométrique permet de construire,

pour n'importe quel espace de points, un espace de droites.
(1g,€1,...,64,€1 A€, ...,64_1\E4,...,E0 NEIA ... AEY) Prenons I’espacR3, qui contient des points connus par
(13) leurs trois coordonnéesy,y,z). Il est possible de I'asso-
Autrement dit, une base g&(E) est une famille contenant  cier projectivement & un espace vectofielde dimension

© REFIG 2009.
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4, en reliant tout poinP & un vecteup = (ax,ay,aza).
Les deux espaces ne sont pas en bijection, puisqu’il existe

Lilian Aveneau / Plicker revisité

toutes correctes, obtenues en modifiant I'ordre utilisé dans
les produits extérieurs. Ainsi, en lieu et place du terme en

une infinité de vecteurs n'ayant pas de correspondance danses A e; (équation 18) nous aurions pu écrire un terme en

I'espace de points 3D. Par contre, & tout poinR¥ecorres-
pondra une unique droite vectorielle dans I'espace vectoriel
E.

Nous savons que le produit extérieur de deux vecteurs
donne une représentation d’'une droite. Essayons d’appliquer
ce principe au cas 3D. SoieAtet B deux points deR3, as-
sociés & deux vecteusset b de 'espace projectiP3. Soit
(e1,e0,€3) Une base de I'espace affine, (ef,e),e3,€4) la
base de I'espace projectif correspondant.

Calculons le produit extérieur deparb, i.e.'expression
du représentant de la droit&B). En posanta;,ap,as, 1) et
(b1,bp,bs3,1) les coordonnées de nos deux points, donc de
nos deux vecteurs, Nous avons :
anb = (aer+axe, +ages+ey)
A(byer +boe +bzes +€4)
L'algébre de Grassmann est associative unitaire. Il est ainsi
possible de distribuer notre produit extérieur sur le produit
intérieur additif :
anb = aje; A (bieg +boer +bzes+e4)
+age A (D161 + b€y + bzes + )
+agez /\ (bre1 + boey + bzes +€4)
+eg A (brer + boey + bses +e4)

En développant et apres ré-arrangement des termes, il reste :

anb = ajbjeg Aep+aphoer, Aey +aghsesnes+e4 Ay
+arbye; A&y +ape; Aeg
+aibze; Aes+agbiesAeg
+ajep ANeg+biegne
+aghzey ANes+aghpes A ey
+areo Nes+hegNey
+azesNes+bzeg e
Pour simplifier cette expression, nous remarquerons que la
premiére ligne s’annule du fait de I'anticommutativité du

produit extérieur ¢f. 'équation 11), et en utilisant I'équa-
tion 12 il vient :

anb = (by—aj)esneg (14)
+(b2—a)es N e (15)
+(bz—az)esNes (16)
+(aghz —agbp)ey A3 (17
+(agby —ajbz)ez A eg (18)
+(aghy —azbr)er A ey (19)

On retrouve ainsi les coordonnées de Pliicker telles que dé-
finies géométriquement dans I'équation 3.

Notons qu'il existe plusieurs expressions, différentes mais

e1 A\ es, i.e. 'opposé. Donc, en changeant de base de notre
sous-espace, nous changeons I'expression des coordonnées
de nos éléments. Ce fait rejoint les multiples définitions des
coordonnées de Pliicker, dans I'ordre ou le signe.

3.3. Grassmannienne

Quelle que soit I'approche utilisée jusqu'ici pour expri-
mer les coordonnées de Pliucker, il apparait qu’elles sont
liées entre-elles et que certains sextuplés ne représentent pas
forcément une droite, certaines combinaisons n'ayant pas de
correspondance. Exprimer ce fait avec I'algebre de Grass-
mann consiste a discuter de la décomposabilité des vecteurs
de I'espace de droites. Pour qu’un tel vecteaoincide avec
une droite deP3, il faut qu'il puisse s'exprimer comme le
produit extérieur de deux 1-vecteurs,v=aAb. Formelle-
ment, cela signifie que I'ensemble des vecteursrrespon-
dant & une droite appartient a la Grassmannienne, qui juste-
ment est définie comme I'ensemble des vecteurs décompo-
sables.

Définition 2 Soit v un multivecteur de I'algebre de Grass-
mann définie suE. Un multivecteur est didécomposable
si et seulement si il s’écrit comme le produit extérieur de
vecteurs dé.

Il en découle la propriété suivante, dont la démonstration,
reposant a la fois sur la dépendance linéaire de-a-vis de
lui-méme et sur I'anticommutativité du produit extérieur, est
laissée en exercice :

Propriété Un multivecteurv est décomposable si et seule-
ment sivAv =0.

Définition 3 La surface de Plicker, aussi connue sous le nom
de Grassmannienne, de variété de Grassmann ou d’hypersur-
face de Pliicker, est 'ensemble de tous les sous-espaces vec-
toriels de dimension 2 dans un espace vectoriel de dimension
4. Les points de cette variété ont pour représentants homo-
génes les multivecteurs décomposables non nul§%dE).

Clairement, il existe beaucoup de 2-vecteur\déE) qui
n'appartiennent pas a cetterface Par exemple, soi un
vecteur de I'espace de droites non décomposabll que
v=aAb+cAd, ou(ab,c,d) est une famille libre de vec-
teurs deP3. Calculons le produit de par lui-méme :

VAV [aAb+cad]Afanb+cAd]
anbAcAd+candranb
anbAcAd+ancAdADb
aAbacAad+anbacad
2anbacnad

#0
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La derniéere ligne est immédiate puisque notre famille de
vecteurga, b, c,d) est, par hypothése, libre.

Il est tout aussi facile de montrer que tous les vecteurs dé-
composables,e.de la formeaAb, appartiennent a la Grass-
mannienne et représentent une droite de I'espace projectif
P3. Le dernier point est immédiat, par définition, sachant
quand méme qu'il peut s’agir d’'une droite a l'infini dans le
cas oua et/oub sont eux-mémes des points a l'infini. Le
premier point consiste a montrer q(@Ab) A (aAb) =0,
ce qui est presque aussi immeédiat, puisque par permutation
nous avons AV =aAaAbAb, i.e.par définition du produit
extérieur €f. équation 11y Av =0.

3.4. Dualité

Définition 4 Algébriquement, I'espace du&* d'un K-
espace vectoridk est leK-espace vectoriel des formes li-
néairesd(v) (ou covecteurs) de surK muni d’'une addition
et d’'une multiplication par un scalaire :

(O+@)(v) = 6(v)+o(v)
(aB)(v) afb(v)

ou v est un vecteur d& et a un scalaire d&, avecé et ¢
deux formes linéaires de surkK.

Une propriété importante est la suivante :

Propriété Soit 6 une forme linéaire non nulle dans le dual
E* d’'un espace vectoridt de dimensiom. L'ensemble des
vecteursv de E tels quef(v) = 0 détermine un hyperplan
A ={v € E|0(v) = 0}, i.e.un sous-espace vectoriel de di-
mensiom—1dansE. |

L'opérateurside) défini dans I'équation 5 peut étre trans-
formé en une forme linéair@(l’) en fixant la droitd, i.e.en
posant

0(") = side(l,1")

Appliquant cette notion de dualité a notre espace de Plu-
cker, il devient possible d'associer a n’importe quelle droite
de coordonnéesson hyperplan duak dans/\z(E)*, I'es-
pace dual dg\?(E). L'utilité d’une telle démarche est sur-
tout justifiée dans les calculs de visibilité, qui reposent sur
des intersections dans?(E) de demi-espaces définis par
des hyperplans du dual [NBG02, HMNO5, MAO5, Cha07].

On observera a ce titre que I'hyperplan dual d’'une droite
contient 'ensemble des droites qui lui sont incidentes ou pa-
ralléles {.e. incidentes a l'infini). En effet, en prenant une
droitel de coordonnéeld; = {u: v}, alors pour toute droite
I” de coordonnéeld|: = {u’ : V'}, l'incidence s’exprime par
la relationu.v’ +v.u’ = 0, découlant de I'orientation relative
de droites entre-elles. Cette relation est justement I'expres-
sion de la dualité : il est relativement simple de montrer qu'il
s’agit d'une forme linéaire, et donc que I'hyperplan dual de
| a pour coordonnéed| = {v : u} dans la base duale de
E [Pos81].

© REFIG 2009.
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Il faut prendre garde a ne pas pousser trop loin I'analogie
avec, dans un espace affine 3D, un plan passant par I'origine,
qui est toujours le dual d'un vecteur qui lui est orthogonal.
Si, en 3D, tout vecteur non nul n'appartient pas a son plan
dual, au contraire, dans I'espace de Plicker, toute drdige
vecteurl; est par définition contenue dans son hyperplan
dual /4.

4. Retrouver les propriétés connues

Clairement, les trois versions, géométrique, matricielle
(algebre linéaire), ou algébrique (algébre de Grassmann),
conduisent toutes aux mémes coordonnées de Plicker. Il
ne s'agit que de mécanismes différents formalisant plus
ou moins bien la méme chose. Les coordonnées sont dans
chaque cas exactement les mémes.

La ou les différences se font sentir, c’est lorsque nous es-
sayons d'utiliser ces définitions de droites dans quelque but
gue ce soit. Nous prenons dans la suite des exemples qui es-
sayent de faire comprendre les possibilités et les limites des
différentes approches.

4.1. Lopérateur sidg)

L'opérateurside() [MWO04] permet de calculer explicite-
ment I'orientation relative de deux droites entres elles. Sa dé-
finition se comprend trés bien dans le cadre des algebres de
Grassmann. Comme cela a été vu dans le paragraphe 2.2.2,
cet opérateur représente umesuredu volume formé par
deux couples de points pris sur les deux droites. Dans l'al-
geébre de Grassmann, cela revient a calculer le sous-espace
engendré par ces 4 points.

Soient deux droites d&3 définies respectivement & partir
de deux points de vecteuasetb (resp.c etd). L'opérateur
sidg), i.e. le sous-espac8E engendré par le produit de ces
quatre points, s’écrit donc :

SE

aAbAcAd

[Bee)(B20)(800) ()

()eneAesney

Les pointillés de la derniére ligne représentent les 24 termes
s.abjccd ou les indiced, j,k,I sont des permutations de
[1,2,3,4], et ous est un signe positif ou négatif résultant
de 'anticommutativité du produit extérieur. Pour simplifier
son calcul, prenons directement dans I'espace de Pliicker les
droitesv =aAb etu =cAd; le méme sous-espace s'écrit
alors :

VAU (ViegAep+Vvoeg A€y +Vaeg Ay
+Va€2 N €3+ V5€3/\ €1 + V€1 /\ €2)
A(uregANep+upeg A ey +Uzeg Aes

+Usep A €3+ Usez Aep + Uge A €p)
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En développant le produit extérieur sur I'addition, et en éli-
minant les 30 termes dans lesquels apparait deux fois un
méme vecteur de la base fA&(E) ~ E, il reste les 6 termes
suivants :

VAU Viges ANepANex ANes+Vouses ANex Ae3 A eg
+V3Uges ANe3Ne A€ +Vauieo NesAegAeg
+VsUge3 A€ Aeq A€+ Veuzep A€y A€ A€3
(V1Ug + VoUs 4 V3Ug + VaUy + VsUp + VgUs3)
esNepANeyNes
Rappelons que, par exemp@,Ae; AesAep = —e A A
e ANe3 =eq4 Aep Aey Aes, encore une fois du fait de I'anti-
commutativité du produit extérieur.

Si I'approche de Grassmann permet de retrouver formel-
lement I'expression de I'opératesidg), il apparait évident
que la version géométrique est malgré tout plus rapide, tout
en étant plus intuitive. Par contre, retrouver le méme résul-
tat en utilisant I'algébre linéaire est largement plus difficile.
C’est malgré tout possible, et cela consiste a calculer le dé-
terminant de la matrice 4 4 résultant du systéme composé
des quatre points projectifs, puis a remarquer que si les deux
droites ainsi définies sont coplanaires alors ce déterminant
est nul, exprimant ainsi la dépendance linéaire des quatre
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lution : notons donc la droite= {u : v}, et le plan défini
dansP3 commer= [n: d],i.e. par sa normale et un scalaire

d pris tel gqu'il existe un poinfA du plan aved = n.a. Le

point d’intersectionP, s'il est unique (sirt etl ne sont pas
coplanaires) est défini en coordonnées homogénes comme
[vxn—du:u.n].

Notons pour commencer que si le produit scalaireest
nul, le point d'intersection est un point a l'infini. En effet,
I'intersection dandR?3 entre un plan et une droite qui lui est
paralléle est, soit la droite elle-méme, soit I'ensemble vide.

Pour montrer que cette expression de l'intersection est va-
lide, il suffit de montrer que le point obtenu est a la fois dans
le planrret sur la droité. La premiére assertion est évidente,
puisque appliquée a I'’équation du plan nous avons directe-
ment :

[n:d).p = n.(vxn—du)+du.n
= (vxn).n—du.n+du.n
= (vxn).n
=0

Ne connaissant pas deux points quelconquels deus po-
sons arbitrairement ceux de vectearstb, supposés linéai-

vecteurs. Dans le cas contraire, les droites ne sont pas coplatement indépendants. Pour I'appartenance a la droite, en al-

naires, la matrice est de rang 4, et le signe du déterminant
représente I'orientation des deux droites par analogie avec le
cas géométrique.

4.2. La quadrique de Plicker

La quadrique de Plucker [Pos81], autrement dit la surface
de P® contenant 'ensemble des droites ayant un équivalent
danslP3, correspond exactement & la définition de la Grass-
mannienne df. définition 3) : 'approche de Grassmann est
donc la plus naturelle. Une droite de Pliicker de coordonnées
(v1,V2,V3,Vy, Vs, Vg) appartenant & la Grassmannienne, le fait
quev Av = 0 conduit (la preuve est la méme que ci-dessus
pour le calcul der Au), & la fameuse relation de Plucker :

V1V + VoV5 +V3vs =0 (20)
L'approche linéaire permet d’en faire la preuve, assez dif-

ficilement et longuement (et c’est pourquoi nous ne la déve-

loppons pas ici), sans aucune intuition géomeétrique possible.

L'approche géométrique est plus intuitive, tout en restant
moins élégante que la version Grassmannienne. Il suffit de
remarquer que I'opératesidg) fournit notamment I'inci-

dence de deux droites entre elles, en cas de résultat nul ; en

I'appliquant sur la méme droite, nous obtenons encore une
fois I'équation 20.

4.3. Intersection droite et plan

gébre linéaire il suffit de montrer que le systéme formé par
les trois vecteurs, b etp reste de rang 2 :

Xa Xp Xp
Ya Yo Yp
Za 4 2p
1 1 wun

Les 4 déterminants 8 3 que I'on peut construire font tous
intervenir les coordonnées de Pliicker Jecomme par
exemple le premier :

Ya Yo
Za 7y

Za 2%

X
P Xa Xp

Xa Xp
+z
} p‘% Yo

+Yp’

Notons que, ci-dessus, les trois déterminanis22corres-
pondent, par définition, aux coordonnées du vecteur posi-
tion v del. Il est facile de vérifier que tous ces déterminants
3 x 3 sont nuls, et donc que le systéme est bien de rang 2.
Par exemple, toujours avec le premier cas et en utilisant les
coordonnées de la droif@s : v} = (Ux, Uy, Uz, Vx, Vy, Vz)

Xp.Vx +Yp.Vy +2Zp.Vz; = p.V
(vxn—du).v
0

En utilisant les algébres de Grassmann, la preuve de I'ap-
partenance du point d'intersectidha la droitel consiste
aussi a montrer que ces déterminants sont nuls. Si un point

Lorsque la droite est connue par ses coordonnées de Pli-appartient a une droite, c’est que le sous-espace engendré par
cker, alors I'approche géométrique permet d’obtenir une so- | A p est nul, ce qui, dans le principe, revient bien au méme.
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4.4. Intersection entre une droite et un triangle formé par la droitd = {u : v} et le pointp = (x,y,z, 1), et

L'intersection entre une droite et un triangle est relative- ayant pour equation :

ment simple partant de celle entre la méme droite et le plan aX+bY+czZz+d=0
support du triangle en question. Il suffit ensuite (ou avant,
selon les implantations) de vérifier I'appartenance du point
d’intersection au triangle. Pour cela, on applique 'opérateur

Il faut retrouver dans I'expression d&E les quatre coor-
données du plan. Pour cela, remarquons que quatre points
side() sur chacune des trois arétes du triangle. Pour quil y guelconques sont coplanaires‘ si_ _et seulement si leur produit
ait intersection, il faut que les trois signes soient identiques egt’nyl :,a/\ b Aend :,O,; ,en n utlllsgnt e”F‘?fe que la pro-
(tous positifs ou nuls, ou tous négatifs ou nuls) : en effet, si pn_ete d’anticommutativité du produit extérieur, il est alprs
la droite traverse le triangle, c’est obligatoirement en passant evident que Ie_s termes dieEcorrespondent aux coordonnées
du plan. Ainsi, dans la premiére on retrowa& A ey A€z :

en multipliant ce terme par un poigtquelconque, il ne reste

En pratique, sans précalcul, il est courant de simplifier les que axqes A\ & A ez Aer. Au final, le plan passant par une
traitements, en ramenant I'origine du repére cartésien sur le droite et un point esta,b,c) = ux p+vetd = v.p, preuve
point de départ du rayon, de sorte a simplifier 'opérateur d'un résultat que I'on retrouve dans [Sho98].
sidg), i.e. a faire abstraction de la position du rayon qui de-
vient nulle. On se raméne ainsi a un test classique de position
d’un vecteur par rapport & un hyperplan passant par 'origine 4.6. Construction d’'une droite par deux plans
(cf. le §2.2.2), revenant ainsi a un test assez proche de celui

soit a droite de chaque aréte, soit a leurs gauches.

Soit deux plans d'équatiorsy, by, c1,di] = [ny : di] et

de Maller [MT97]. [ag,b2,Co,d2] = [Ny : dp]. La droite passant par ces deux
plans est définie par leur intersection. Malheureusement,
4.5. Plan passant par une droite et un point l'intersection n'est pas quelque chose d'évident & manipu-

ler dans les algébres de Grassmann, méme si c’est possible

L'algébre de Grassmann apporte une solution simple. Re- en travaillant dans l'espace dual.

marquons qu’un plan défini par trois points de vectelts

etcdeE = P3 est le 3-vecteur d4 3(E) de valeuraAb Ac. Avec l'algébre linéaire, il suffit de montrer (avec le méme
Une base de\3(E) est par exemple la famille libre des raisonnement que pour définir les coordonnées de Pliicker)
quatre vecteurs suivantge; Ae; A ez, es Aex Aes, e Aez A que les mineurs du systéme représentant notre droite la ca-
e, e1 e Ne). ractérisent. La matrice en question est formée des équations
. . de plans :
Calculons le produit dune droite M = P
(v1,V2,V3,V4,V5,Vg), exprimé dans la méme base que a; a
pour les équations 14 a 19, et d’'un pomt= (x,y,z 1), M — by by
produit qui correspond a un sous-espace de dimension 3 Tl o
danskE, notéSE: di dy
SE = (vieg A€y +Voeg A+ V3eg A3+ Ve A3+ L'équation de la droité résultante est :
Vs€3/\ €1 +Vee1 A &) A (Xey +Yep + 283+ €4) bicy — c1by
En développant, et en supprimant sans attendre tous les Ga —a1C2
termes nuls résultant de I'anticommutativité du produit exté- n = aiby —ba;
rieur, donc de I'équation 11, il vient : dag —dia;
doby —diby
SE = viyesAepAey+vizegAepAes docy — diCp

TV2Xe4 NG N\ & H V228 NE2 N Le lecteur attentif aura remarqué qu'il en découle que la

1TVaXe N €3N € +V3Yes N3N & droite s’écrit aussill; = {ny x Ny : dony — dyiny}.
FVaXey Ae3 AN e+ Vaer A3 A€y
TVsye3 A€ A€ +Vs€3/\ € A\ ey 5. Conclusion
+VgZ€1 A€ N€3+ Vg€ AEx N E, . . . .
621 A AT Ve ARG Cet article a rappelé les trois versions connues permet-
= (Vaz—vay+vs)esAexAe3 tant de définir proprement les coordonnées de Pliicker. II
+(VaX—VviZ+Vs)es AesAep s’agit d’approches complémentaires, ayant chacune leur in-
(V1Y — VoX+ Vg)es A ey Ay térét_grﬂgr% La \:ision'tgéométrithjg est surt;)ut utIiIe pour sa
ossibilité d'y interpréter géométriquement quelques pro-
+(VaX+ Vsy + VgZ)ey A e Aes P y interp 9 4 quelques p

priétés, et donc d’'imaginer des utilisations nouvelles. De
Il est possible de réaliser simplement le lien avec la version cette approche découle principalement I'utilisation des co-
géométrique des coordonnées de Pliicker. Soit donc le planordonnées de Pliicker en lancé de rayons, dans le but de cal-
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culer l'intersection d'un rayon avec une face ou un volume  3-dimensional space. IRroc. 6" ACM Symposium on
convexe. Computational Geometr§d990), pp. 177-186.

De I'approche reposant sur I'algébre linéaire, nous retien- [PeI93] FELLEGRINI M. @ Ray shooting on triangles in
drons surtout I'expression matricielle. Assez naturelle elle-  3-spaceAlgorithmica 9 5 (1993), 471-494.
aussi, elle montre bien I'aspeatélcul de déterminafitdes [Plii65] PLUCKER J.: Onanew geometry of spadehili-

coordonnées de Pllcker. Elle permet quelques démonstra-  gophical Transactions of the Royal Society of London 155
tions simples, comme le calcul de I'expression du plan pas-  (1865), 725-791.

sant par un point et une droite. Malgré tout, son aspect ma-
triciel, trop dépendant des coordonnées, empéche toute in-
terprétation géométrique, et géne a ce titre son utilisation.

[Pos81] RosTNIKOV M. : Legons de géométrie : Algebre
linéaire et géomeétrie différentiell&ditions Mir, Moscou,
1981.

I_Enfin, de la défir}iti_o_n dgns I’a}lgébre d? Grass:maqn,_ nous [Sho98] SHOEMAKE K. : Pliicker coordinate tutoriaRay

rt_atlendrpns que [l'utilisation d\une glgebre geo_metrlque, Tracing News 11(1}1998).

simple a mettre en oeuvre et a manipuler, autorise un for-

malisme symbolique, et aboutit de fait & une définition des [Som59] SOMMERVILLE D. : Analytical Geometry of

coordonnées trés simple, formelle, et facile a manipuler. Les ~ Three DimensionsCambridge University Press, 1959.

quelgues démonstrations illustrées dans cet article en sont[Tel92] TELLER S.: Computing the antipenumbra of an
un exemple. Notons que [l'utilisation d’'un logiciel de cal- area light source.Computer Graphics (Proc. Siggraph
cul symbolique permet en pratique d'effectuer assez simple-  '92) 26 (1992), 139-148.

ment des démonstrations plus complexes. Notamment, elle
permet de formaliser le calcul de visibilité introduit par Ni-
renstein pour aboutir & des solutions vraiment robustes et
efficaces [CAFO07].

[TH99] TELLER S., HOHMEYER M. : Determining the
lines through four lines.Journal of Graphics Tools 43
(1999), 11-22.
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