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Résumé

You have to solve a system of n non linear equations in n unknowns.stemsy well constrained, and stucturally
irreducible : it contains no strictly smaller well constrained subsystemiztsis big, for example & 100Q so the
Newton-Raphson method is too slow. The most frustrating thing is that ifnew the values of a small number
k < n of some unknowns, then the system would be reducible into small sgbagestems and easily solvable. You
wonder if it would not be possible to exploit this reducibility, even withouting the values of key unknowns.
This article shows that it is indeed possible. This is done at the lowest I¢tieg bnear algebra routines level, so
that numerous solvers (Newton-Raphson, homotopy, and also pratliod relying on Hensel lifting) can benefit
from this decomposition with minor modifications : for example, witkt k key unknowns, the cost of a Newton
iteration becomes (xr?) instead of @n°).

Vous devez résoudre un systéeme de n équations non linéaires en nuaso@e systéeme est bien-contraint et
structurellement irréductible : il ne contient pas de sous-systeme lietmaint strictement plus petit. Il est de
grande taille, par exemple & 100Q si bien que la méthode de Newton-Raphson est trop lente. Le plus ftustra
est que, si vous connaissiez la valeur de certaines inconnues clefssqretit nombre (par exemple=k5 <« n),
alors le systeme se décomposerait en de nombreux sous-systémresritiaints plus petits, et serait facilement
soluble. Vous vous demandez s'il ne serait pas possible d'utiliser @ttergposition, bien que vous ne connaissiez
pas les valeurs des inconnues clefs. Cet article montre que c’est lgo€3#ti est fait au plus bas niveau, celui des
procédures d’algebre linéaire, si bien que de nombreux solveurggre bénéficier de cette décomposition. Par
exemple, avec k n inconnues clefs, le codt d’une itération de la méthode de Newton-Raphste de On®) &

O(kr?).

Mots clefs. Modélisation géométrique par contraintes, ré- systémes de contraintes : la programmation par contraintes
solution de contraintes géomeétriques, re-parameétrisation, al- est de la programmation... Toutefois les méthodes de cet ar-
geébre linéaire, réduction, décomposition, couplage, graphe ticle ont des limitations ; par exemple, elles ne s’appliquent
biparti, Dulmage-Mendelsohn, Kénig-Hall. pas aux systéemes re-paramétrés, proposés dans [GHYO04,
FS08, IMS11, MSI12]. La re-paramétrisation détecte ou in-
troduit des inconnues clefs, aussi appelées parametres (d’ou
1. Introduction le terme de re-paramétrisation) qui ont la propriété suivante :
si leurs valeurs étaient connues, alors le systéme serait dé-

La modélisation géométrique par contraintes [JMS07, composable et facilement soluble.

BR98, HJA05, Hof06, BH11, JTNMO6] nécessite la résolu-
tion de gros systemes d’équations non linéaires (souvent Cet article montre qu'il est possible de bénéficier de
algébriques). L'article [AAIJM93] se fonde sur les proprié- cette décomposition, et ce méme quand les valeurs des in-
tés des graphes bipartis sous-jacents aux systéemes d'équaeonnues clefs sont inconnues. Il propose d'utiliser la re-
tions pour décomposer en temps polynomial les systémes paramétrisation au niveau le plus bas, celui des procédures
en parties sur-, sous-, ou bien-contraintes; cet article donne d’algébre linéaire, pour la résolution de systemes linéaires
aussi une méthode efficace pour décomposer les systémesu l'inversion de matrices. De nombreux solveurs (Newton-
bien-contraints en sous-systemes bien-contraints et irréduc-Raphson, homotopie) utilisent de telles procédures. Ce ni-
tibles. Ces décompositions accélerent grandement la résolu-veau semble donc étre le meilleur (du moins pour les
tion. Elles permettent aussi de détecter des erreurs dans leglus paresseux d’entre nous) pour tirer avantage de la re-
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etAA, BB/, CC'. Ce systéme de 6 équations et 6 inconnues
est bien-contraint : il a un nombre fini de solutions réelles,
du moins pour des valeurs suffisamment génériques des lon-
gueurs — par exemple non nulles. Malheureusement, ce sys-
teme est structurellement irréductible : il ne peut pas étre dé-
composé en sous-systémes bien-contraints plus petits. Nous
remarquons que, si la longuewde I'aréteAB’ était connue
(elle ne I'est pas), alors il serait facile de calculer les coor-
données dé\, en résolvant un systéme de deux équations a
deux inconnuesa,ya; géométriquementi est l'intersec-

tion de deux cercles, I'un de cent#éet de rayorAA, le se-
cond de centr&’ et de rayoru. Ensuite les coordonnées de

B pourraient étre calculées de la méme fagon, comme inter-
section de deux cercles de centres et de rayons connus. Fina-
lement le poinC pourrait étre calculé, de trois facons diffé-
rentes ; en effet deux équations suffisent pour fxest trois

sont disponibles. Une de ces équations pourrait étre suppri-
paramétrisation au moindre codt. Ceci n'empéche d’ailleurs mée, toujours en supposant que la valeuudsst connue.

pas de tenter de profiter de la re-paramétrisation a un niveauDisons que I'équation redondante, oubliable, est celle fixant
plus élevé dans les algorithmes. la longueur deCC’. Pour récapituler : si était connu, le
systeme serait décomposable et facilement résolu.

A

Figure 1: A gauche : un systéeme de contraintes géomé-
triques en 2D; chaque aréte du graphe représente une
contrainte de distance entre deux points, par exemple I'aréte
AB signifie que la distance AB est fixée. A droite : le systéeme
aprés re-paramétrisation : si &= AR’ était connu, alors le
systeme serait réductible et facile a résoudre; I'équation
fixant la longueur CC serait redondante et pourrait étre
ignorée.

La section 2 présente la re-paramétrisation sur des
exemples. La section 3 présente la théorie du couplage Mais, en fait, la valeur de est inconnue. Pour trouver
dans les graphes bipartis : les méthodes de décomposi-cette valeur, il est possible de tracer ou d’échantillonner la
tion s’appuient sur cette théorie. La section 4 montre com- fonction A(u),B(u),C(u), et de détecter quand I'équation
ment la décomposition en sous-systémes accélére les pro-oubliée (celle fixant la longue@C') est satisfaite. Quelques
cédures d'algébre linéaire. La section 5 montre comment itérations de Newton, ou de la dichotomie, précisent la va-
la re-paramétrisation accélére les procédures d'algébre li- leur solution deu. En un sens, la re-paramétrisation rem-
néaire pour les systémes re-paramétrés; ainsi la méthodeplace le systéme initial de 6 équations et 6 inconnues en
de Newton ou I'homotopie peuvent tirer parti de la re- un systéme a une seule équation : I'équation oubliée, et
paramétrisation trés facilement; elle présente aussi la com- une seule inconnueu; il est donc logique que la résolu-
plexité algorithmique de cette méthode. La section 6 ex- tion soit accélérée. Mais plusieurs complications surgissent.
pligue que la remontée de Hensel dans les méthgdes Elles sont dues d’abord au fait gi€u), B(u),C(u) sont des
adiques peut aussi profiter de la re-paramétrisation. C’estim- multi-fonctions : algébriguement, des racines carrées appa-
portant car cela signifie que ce n’est pas seulement I'analyse raissent ; géométriguement, deux cercles peuvent avoir deux
numérique qui peut bénéficier de la re-paramétrisation, mais points d’intersection ; et ensuite au fait que la construction
aussi potentiellement le calcul symbolique, par exemple le de A(u),B(u),C(u) peut échouer pour certaines valeurs de
calcul des bases de Grobner. La section 7 montre que lesu : algébriquement, pour la racine carrée d’'un nombre néga-
solveurs par intervalles devraient aussi pouvoir tirer parti de tif, et géométriguement, pour I'intersection de deux cercles
la re-paramétrisation ; cependant I'effet enveloppant néces- disjoints. Derniéere difficulté, comment choisir I'intervalle
site d'autres recherches. La section 8 envisage brievementdes valeurs pouu? Pour cet exemple, I'inégalité triangu-
'usage de la re-paramétrisation a un niveau supérieur. La laire fournit des intervalles de valeurs possibles porans
section 9 présente les travaux futurs et les questions soule-le triangle AXB’, I'inconnue clefu ne peut pas étre plus
vées. La section 10 conclut. grande queAA + A'B’ et elle ne peut pas étre plus petite
que|AA — A'B'|; de méme, avec le triangBB), I'incon-
nue clefu ne peut pas étre plus grande B+ BB’ et ne
peut pas étre plus petite qu&B — BB'|. Quand ces deux in-
2.1. Un exemple 2D simple tervalles sont disjoints, le probléeme n'admet pas de solution

) N . ., réelle.
La figure 1 montre un systeme de contraintes géomé-

triques en 2D. Les longueurs des arétes sont fixées. Il est Définissons le grand systéme re-paramétré comme la
facile de calculer les coordonnées 2D des sommets de I'un concaténation du systéme initial et de I'équatisn- (A —

des triangles, disor&'B'C’, et de fixer dans le plan ce tri-  B')-(A—B') = 0, qui définit l'inconnue clefi. Le grand sys-
angle (par exemple en fixanh = y» = yg = 0). Ensuite téme a une équation et une inconnue de plus que le systeme
il est facile de trouvexg, G, ¢ |l reste alors 6 inconnues  initial & 6 équations et 6 inconnues. Le grand systéme est lui
XA, YA, XB,YB, XC,Yc : ce sont les coordonnées des points aussi bien-contraint.e.,il a autant d’équations que d’incon-

A B,C, etil reste 6 équations, fixant les distané&BC,CA nues; ces équations sont indépendantes : la jacobienne est

2. Lare-paramétrisation
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de plein rang presque partout, donc le grand systeme a un 4
nombre fini de solutions réelles, au moins pour les valeurs
génériques des longueurs.

=1
La valeur deu est inconnue, et le grand systeme est irré- .
1 ‘V 2

ductible. En effet ses équations sont :

0=dist(A,B')—u? définition deu (1)
0=disf(A",A) — 134 2 3
0=dist(B',B) — I3 3 . . .

_ (B.B) ZBB ®) Figure 2: Deux hexaédres. Les longueurs des 12 arétes
0=dist(A,B) — I3z (4) (en gras) sont données. Les longueurs des trois diagonales
0= distz(A7C) —1%c (5) (le triangle 124) sont les inconnues clefs. Si leurs valeurs

dis? 12 étaient connues, le systeme serait réductible et facilement
0=dist"(B,C) —Iac (6) résolu, et les trois contraintes de longueur des arétes inci-
0= distz(C’,C) — I(z;/c équation oubliée (7) dentes au sommet 7 seraient redondantes.

oulaa Ige, IaB: lac, IBc, Icrc sont les six longueurs fixées,
et dist(A,B) = (xa—xa)?> + (Ya — yg)%. La jacobienne a la
structure suivante (une croiX représente une valeur non
nulle) :

et a toujours une structure triangulaire inférieure par blocs
bien visible.

Par symétrie, n’importe laquelle des coordonnées
Xa, YA, X8, YB, XC, Y peut étre considérée comme l'inconnue
clef. Il faut cependant permuter les lignes ou les colonnes
de la jacobienne pour rendre visible sa structure triangulaire
(8) inférieure par blocs.

YA XB

2.2. Un exemple 3D, 'hexaédre

[clflecNeoNeoNoNalb d| K=
ojo X X o X X|&
olo X X o X %

o|lXox Xoo

ol X o x X o o|F
X|x X 0 o o o|&
X|x X o o o of&

Le principe de la re-paramétrisation est illustré avec le
probléeme 3D de I'hexaédre (une généralisation du cube), fi-

Si la premiére colonne (pow) et la derniére ligne (le gure 2. Les longueurs des 12 arétes sont fixées ; le systéme
gradient de I'’équation oubliée) étaient supprimées,si la de contraintes est complété par 6 contraintes de coplanarité
valeur deu était connue, rendant redondante et inutile la der- de 4 points, une contrainte par face, et une contrainte de non
niére équation, le systéeme restant serait réductible. L'ordre dégénérescence : I'hexaédre ne doit pas étre aplati; cette der-
des équations et des inconnues a été choisi pour rendre vi-niére contrainte est une inéquation; elle élimine un conti-
sible la décomposition en trois blocs de deux équations cha- nuum de solutions dégénérées, de dimension topologique
cun, avec une structure triangulaire inférieure par blocs. 1, autrement dit une "courbe" d’hexaédres aplatis [Imb13].
Pour simplifier, nous ignorons cette inéquation dans la suite.

D’ou la question traitée dans cet article : est-il possible
d'utiliser la re-paramétrisationg., est-il possible de réduire Ce systéme a un nombre fini de solutions réelles, modulo
d’une certaine fagon le grand systéme, bien que la valeur de les déplacements et les symétries. Il a 18 équations. Les 8
I'inconnue clef soit, justement, inconnue ? A premiére vue, sommets sont représentés par 3 fois 8, soit 24 coordonnées

cela semble impossible. inconnues, dont six peuvent étre fixées, comme d’habitude :
- en fait. lintroducti I ‘ par exemple le sommet 0O est fixé & I'origine, le sommet 1
Remarque : en fait, l'ntroduction de linconnue clefet est fixé sur I'axe desg, le sommet 2 est fixé dans le plan

de I'équatiqn qui la définit, sqnt inutiles. I.I suffit d’utilise.r‘ Oxy. DONCXo = Yo — 25 — Y1 — 21 — zo — O. Il reste un sys-
Xs comme inconnue clef. Aprés suppression de la premiére s e ge 18 équations et inconnues. Puis nous voyons que
!lgne _(I’equatloh définissant), et de la premiére colonne, la 23— 0 & cause de la coplanarité des sommets 0, 1, 2, 4, et
jacobienne devient : quex; = lp1 oullgy est la longueur fixée pour I'aréte 01 ; ceci
satisfait deux contraintes que nous pouvons donc éliminer. Il

XA [ YA XB YB X Yc . N . . .
XX 0 0 0 o0 nous reste a resqudre un systeme de 16 équations et 16 in-
olo x X o o con’nugs. Ce dernier est irréductible, concluent les méthodes
XX X X 0 0 ©) de l'article [AAIM93].

XX 0 0 X X L'idée de la re-paramétrisation est comme suit : suppo-
0|0 X X X X sons connues les longueurs des arétes du triangle 1, 2, 4.
0|0 0O O X X Alors des coordonnées pour les sommets du triangle 012
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lig loa g || Xa | X2 Y2 | X Y3 Z3 | X4 Y4 | X Y5 | X Yo Z | X Y1 Z
D(0,1) X
D(0,2) X X
D(1,2) X X | X X
D(1,3) X X X X
D(2,3) X X | X X X
C(0,1,2,3) X | X X|x X X
D(0,4) X X X
D(1,4) X X X X X
D(2,4) X X X X X X
D(1,5) X X X X
D(4,5) X X X | X X X
C(0,1,4,5) X X X X | X X X
D(2,6) X X X X X
D(4,6) X X X X X X
C(0,2,4,6) X X X X X X X X
C(1,3,5,7) X X X X X X X X X X
C(2,3,6,7) X X | X X X X X X| X X X
C(4,5,6,7) X X X| X X X|X X X|XxX X X
D(3,7) X X X X X X
D(5,7) X X X X X X
D(6,7) X X X| X X X

Table 1: La structure du jacobien du grand systéme re-paramétré, dans ljgeede I'hexaédre. Les cases vides sont nulles.
Les trois premieres colonnes de la matrice jacobienne concernentig@ironnues clefs. Les trois derniéres lignes concernent
les équations oubliées. Comme d’habitude, on a imposé la valeur de sime®: ¥ =yo =29 =y1 = 2 = 2o = 0. D(a,b)

est la contrainte de distance entre les points A et B, 8, c,d) désigne la contrainte de coplanarité des poinib,a,d. La
structure triangulaire inférieure par blocs est bien visible, grace a la pgation choisie pour les lignes (les équations) et les
colonnes (les inconnues).

sont facilement trouvées; le sommet 4 est I'intersection de plus dans cette formulation. Une difficulté apparait cepen-
trois sphéres de centres et de rayons connus; ensuite il estdant : F est une multi-fonction (par exemple, elle utilise
possible de calculer les coordonnées du sommet 3, en fonc-i\/), et elle peut étre non définie pour certaines valeurs de
tion des coordonnées des sommets 0, 1, 2. De méme, il estU. Il peut aussi étre malcommode ou difficile d’expliciter
possible de calculer les coordonnées du sommet 5, en fonc-la fonctionF. Pour ces raisons, il est préférable d'utiliser la
tion des coordonnées des sommets 0, 1, 4. De méme, il estformulation implicite :F(U,X) = 0, G(X) = 0, ou méme
possible de calculer les coordonnées du sommet 6, en fonc-F (U,X) = 0, G(U,X) = 0, qui est la plus générale. C'est
tion des coordonnées des sommets 0, 2, 4. Enfin, les équa-cette derniére qui est utilisée dans la suite de cet article.
tions des plans 135, 236 et 456 peuvent étre calculées. Leur ) )
point d'intersection est le sommet numéro 7. Quand il n’y_a qu'un_seule inconnue clef ddvscalculer
la valeur solutiorlJ revient a suivre une courbe paramétrée

Les trois contraintes de longueur des arétes 37, 57, 67 X = F(U) ou une courbe d'équation implicie(U, X) = 0,
n'ont pas éteé utilisées : elles sont redondantes. Dans cetet 3 détecter quand la contrainte oubliée est satisfaite (par
exemple, les inconnues clefs ne sont pas des inconnues duexemple, dans le cas paramét@&U) change de signe);
systeme initial ; ce sont les longueurs du triangle 124 les quelques itérations de Newton, ou quelques dichotomies,
trois contraintes de longueurs des arétes367 sont les précisent alors la valeur solution te

contraintes redondantes ou oubliées.
Quand il y a plus d’une inconnue clef, les méthodes pro-

En un sens, la re-paramétrisation change le systéme initial posées dans la littérature pour résoudre ereviennent pour
S(\X) = 0enunsystémeX = F(U),G(X) = G(F(U)) =0, le moins malcommodes. Dans leurs articles fondateurs, Gao,
ou lesU sont les inconnues clefs, ot = F(U) garantit  poffmann et Yang [GHY04] traitent seulement le cas d'une
que les contraintes non redondantes seront satisfaites paiggje inconnue clef, et montrent que de nombreux problémes

construction, et o&(F (U)) = 0 sont les équations redon-  3p geyiennent solubles par cette re-paramétrisation.
dantes. D’une certaine fagon, les inconnues du petit sys-

téme re-paramétré sont les inconnues di&fet ses équa- Notre article présente une méthode simple, utilisable pour
tions sontG(F(U)) = 0 : les inconnuex n’apparaissent un nombre quelconque d'inconnues clefs; la seule restric-
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tion est que le nombre d’inconnues cléfsdoit rester petit
devant, la taille du systéme initial.
3. Lathéorie du couplage

La décomposition des systemes d'équations est fondée sur
la théorie du couplage. Le livre de Lovasz et Plummer :

"Matching theory" détaille cette théorie ; le lecteur trouvera Figure 3: Le graphe biparti d'un systéme linéaire aby —
dans ce livre les liens entre couplage et matroide, les theo- 1,0x+dy=rp,ey+ fz=ra, et ses deux couplages parfaits

rémes de Konig-Hall, la décomposition de Dulmage et Men- adf et bcf. Le déterminant de la matrice sous-jacente est
delsohn, etc. Cette section présente I'essentiel de la theorie 4t _ e+

du couplage.

Chagque itération de la méthode de Newton-Raphson in-
verse une matrice jacobienne, ou bien résout des systéemes
o . . - d e d e
linéaires, ou bien calcule une décomposition LU, bref ef-
fectue des calculs d’'algebre linéaire. C'est aussi le cas pour ¢
d’autres solveurs, comme I'homotopie (aussi appelée conti-
nuation).

X y Z X y z

Les méthodes de [AAIM93] réduisent les systemes (li-
néaires, ou non linéaires) bien-contraints en sous-systémesFigure 4: Le systeme x,y,z) = F»(z) = F3(z) = 0 est
irréductibles et bien-contraints. Ces méthodes sont unique- structurellement mal-contraint. "Structurellement” signifie
ment combinatoires. Elles étudient le graphe biparti des que le systéme est mal contraint quelles que soient les va-
équations et des inconnues du systéme. Chaque équation edeurs de ab,c,d,e. Aussi son graphe biparti n’a-t-il au-
représentée par un sommet, de méme que chaque inconnuegun couplage parfait. Les couplages de taille maximale
Une aréte relie le sommet d’une équation & un sommet d’une contiennent deux arétes (donc le rang de la matrice est 2,
inconnue si et seulement si 'équation dépend de 'inconnue. pour des valeurs génériques des coefficients@d, e). Ce
Ce sont les seules arétes du graphe, qui est donc biparti : unsont(a,d), (a,e), (b,d) et(b,e).
premier ensemble de sommets est constitué des sommets des
équations, et le deuxieme ensemble de sommets est constitué

des sommets des inconnues. « A ,
étre plus grand que le nombre d’arétes d'un couplage de

Ces méthodes s’appliquent aussi bien sur les systémes li-taille maximale du graphe biparti associé. En général, le rang
néaires que non linéaires. Elles utilisent les couplages de de la matrice est égal au cardinal de n'importe lequel des
taille maximale. Uncouplageest un sous-ensemble des couplages de taille maximale du graphe biparti associé. Dans
arétes du graphe, tel que tout sommet appartient & au plusles cas particuliers, ou dégénérés, le rang de la matrice (ou
une aréte du couplage. Un sommet qui appartient & une desdu systeme) est inférieur a la cardinalité des couplages de
arétes du couplage est diaituré ou couvert par le cou- taille maximale. La bijection entre chaque couplage parfait
plage; on dit que le couplagsouvre ou sature ce som- et chaque terme du déterminant d’'une matrice (par exemple
met. La taille d'un couplage et son nombre d’arétes ; un cou- jacobienne) est illustrée en figure 3 pour la matrice :
plage est de taille maximale, s’il n’existe pas de couplage de

taille plus grande. Un couplage esaximals’il est maximal M — i 3 8 (10)
pour I'inclusion : il n’est strictement inclus dans aucun autre o 0 e f

couplage. Un couplage maximal n’est pas toujours de taille

maximale, mais tout couplage de taille maximale est bien sir Elle a pour déterminaratd f — bcf, et les couplages parfaits
maximal. Un couplage egtarfait si tous les sommets sont  sontadf etbcf. Les arétes du graphe sont étiquetées avec
saturés. Un couplage parfait est maximal et de taille maxi- le coefficient correspondant de la matrice. Notez que sur cet
male. exemple, le déterminant ne dépend pas du coeffigeat

Les propriétéstructurellesd’un systeme d’équations, ou Faréte étiquetée mappartient a aucun couplage parfait.

de sa jacobienne, sont valables, avec probabilité un, pour Cette bijection entre couplage parfait et termes du déter-
toutes les valeurs des coefficients de ce systeme ; elles ne déminant vaut pour toute matrice carrée. En effet, 8bitine
pendent que du graphe biparti associé. Par exemple, une ma-matrice carrée, et soit le graphe biparti associé; autre-
trice est de rang plein, ou un systéme est bien-contrséint,  ment dit,G est le graphe biparti associé au systeme linéaire
le graphe biparti associé a au moins un couplage parfait. Plus Mx = b, oub est un vecteur donné générique (non nul). Une
généralement, le rang d’'une matrice, ou le nombre d’équa- aréte lie le sommet de I'équation de la ligrieun sommet de
tions indépendantes d'un systéeme d’équations, ne peut pasl'inconnuec ssi M ¢ est non nul. Alors le déterminant d&
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esty s paino) [1L M, ,o(1) OUC parcourt toutes les permuta- sccl scc2 sccl sccz
tionsde 1...n, et ol paifo) vaut+1 ou—1 selon que la per-
mutationo est paire ou impaire. Rappelons qu’une permuta- ¢/ld

tion o est paire (respectivement, impaissjo est la compo- /, f d / f

sition d’'un nombre pair (respectivement, impair) d’échanges
de deux éléments distincts. Tout terf]@_; M, 5y non nul
ne contient que deldl| 5y non nuls, donc la permutatian
donne un couplage parfait da@s: ce couplage associe au X y z X y 7
sommet d’une équatidne sommet d’une inconnus(1).

Cette bijection entre couplage parfait et termes du déter-
minant explique pourquoi, lorsqu’il n'y a aucun couplage
parfait, le déterminant est identiquement nul, comme pour le Figure 5: Au dessus : les deux couplages parfaits du sys-
systéme structurellement mal-contraint de la figure 4. Le mot téme de la figure 3, et les composantes fortement connexes
"structurellement” signifie que le systéme est mal contraint induites dans le graphe orienté ; les arétes du couplage sont
quelles que soient les valeurs de ses coefficiefisc, d, e. orientées dans les deux sens, et les autres de haut en bas (des
équations vers les inconnues). En dessous : dans le graphe

Les méthodes de [AAIM9I3] calculent en temps forte- ~ "~ PN
) ) . . réduit, chagque composante fortement connexe est réduite a

ment ponnomlaT un couplage de taille maximale (parfait - .
. un sommet. Le graphe réduit donne les dépendances entre

pour les sytéemes bien-contraints) du graphe biparti associé . _— - P
N N T . ; : . les sous-systemes irréductibles. Le graphe réduit est sans
a un systéme d’équations. Ensuite elles orientent les arétes vcle

du graphe, selon qu’elles appartiennent ou non au couplage
de taille maximale. Ceci est illustré sur la figure 5 pour
'exemple de la figure 3. Dans le cas d'un systéme struc-
turellement bien-contraint, le seul cas discuté dans cet ar-
ticle, chaque composante fortement connexe de ce graphedu systeme

grletr)évls r.elpresente un tsoufs-stystemte blen-contralrtVF ?,'”e'F utilise la c-iéme inconnuexc uniquement dans des mo-
uctible ; les composantes fortement connexes sontindépen-s g de degré au plus un & alors la dérivédF /dxc

dantes tolu é:ouplage de tallle rfna;qmalet utilisé. De pluts, les de R, relativement a est nul, dond) . est nul, et il n'y a
arcs entre deux composantes fortement connexes, au remenbas d'aréte entre le sommet dd@me équation et le som-

dit les arcs du graphe réduit (acyclique), donnent les dépen- met de lac-iéme inconnue dans le graphe biparti de Ia ja-

dances ,entre les sous-systerpes, autrement dit 'ordre danscobienne. Les ensembles d’inconnues clefs pour le systéme
lequel résoudre les sous-systemes.

linéaire JAx = —F (X) sont donc un peu moins contraints,
Certaines structures de données sont non seulement com-aussi peuvent-ils parfois étre plus petits que pour le systeme

modes, mais quasiment indispensables, pour profiter pleine- non linéaireF (X) = 0. Ceci est un autre argument pour I'uti-

ment et facilement de la décomposition des systémes, lors lisation de la re-paramétrisation au niveau de I'algébre li-

de leur résolution, et cela méme pour des systémes linéaires.néaire, qu'il convient de pondérer : dans les exemples pre-

Il s’agit des graphes bipartis équations-inconnues, et des sentant la re-paramétrisation, les graphes bipartfs eede

DAG (Directed Acyclic Graphgraphe sans cycle) de sous- J sont égaux.

systemes, dont les arcs indiquent les dépendances entre sous-

systemes. CeBAG sont les graphes réduits en figure 5. Ces

structures de données sont encore plus indispensables dang. La réduction accélére les calculs d'algébre linéaire

le cas des systemes non linéaires, ou il faut gérer la multi- i
plicité des solutions des sous-systémes non linéaires, ou au L€s méthodes de [AAJMO3] peuvent ordonner en temps
contraire leur absence de solutions. polynomial les inconnues, et les équations, de telle fagon que

la matrice jacobienne du systéme devienne triangulaire infé-

Pour conclure cette section, mentionnons une petite dif- rjeyre. Cette structure triangulaire inférieure par blocs rend
férence entre le graphe biparti d’'un systeme non linéaire yisiple |a décomposition en sous-systémes bien-contraints
F(X) = 0, et celui de sa jacobiende= F’(X), autrement jréductibles. Cette décomposition accélére la résolution des
dit du systeme linéairdAx = —F(X) (ou X est donné,  systemes linéaires, ou l'inversion de la matrice jacobienne.
J = F/(X) est calculé, ef\X est inconnu) qui est résolu  En effet il devient possible d'utiliser la substitution en-avant,
par la methode de Newton-Raphson. Le graphe biparti de par ploc forward block substitution Rappelons que ré-
J peut avoir quelques arétes de moins que le graphe biparti soudre un systéme linéaire est @m?) pour une matrice
triangulaire inférieure, et e®(n®) dans le cas général en
utilisant la méthode des pivots de Gauss [CLRSO09].

sccl scc2 sccl scc2

(X) = 0. En effet, si la-iéme équatior de

t. Pour la distinction entre temps fortement et faiblement poly-
nomial, voir par exemple [Sch03]. Cette section suppose que la matriMeest triangulaire
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inférieure par bloc, comme ceci par exemple :

My O O
M=| Mz1 Mz> O (11)
Mz1 Mzo Mgz3z

Nous montrons maintenant comment tirer profit de la dé-
composition déM pour résoudre un systeme linéalviX =

B ou pour inverser la matridd. Les preuves sont classiques
et omises [CLRSO09].

Remarquons que les matrices et vecteurs dans cette sec
tion peuvent contenir des nombres flottants (quand utilisés
avec la méthode de Newton-Raphson en section 5), ou des
intervalles (quand utilisés par des solveurs par intervalles en
section 7), ou des éléments d'un corps fini ou d’'un corps
p-adique (sectiion 6).

4.1. Inverse d’'une matrice triangulaire inférieure par
bloc

LinverseK d’'une matriceM carrée triangulaire inférieure
par bloc, inversible, est aussi triangulaire inférieure par bloc.
M etK ont la méme structure par bloc.

K1z O 0

M t=K=[ Ka1 Kz 0 (12)
K31 Ks2 Ks3

Les blocs d&K = M1 sont :
Kic = Oquandc> | (13)
Ky = M;! (14)
-1
KI c = (15)

—Ki z M iKj ¢ quand > c
i=C

En fait, il est toujours possible d'éviter I'inversion de la
matriceM : il suffit de résoudre moins de systémes li-
néaires I étant le nombre de lignes, ou de colonnesMje
comme nous le verrons dans la suite.

4.2. Résoudre un systeme linéaire

Pour résoudréMX = B, ot X = (X1,Xp,...)!, et B =
(B1,By,...)t ont une structure par bloc compatible avec celle
deM, nous résolvons

Xy = solvgMy1X; = By), puis

Xo 1= solvg Mg Xp = By —Mp1X1), puis

X3 = SO|Vd M33X3 =B3z— (M371X1 + MB,ZXZ))v i.e.,
-1

X = solve(Mj X =B *_Z‘Ml,ixi)
i=

Plus les blocs diagonaux sont petits et donc nombreux, plus
le nombre de blocs nuls sous la diagonale est important, et

© REFIG 2014.
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plus grande est I'accélération. Pour évaluer cette accéléra-
tion, étudions la complexité dans un cas simplifié! :est

de taillen parn et tous les blocs diagonaux sont de tailles
égalest lignes pat colonnes; il y a donb = n/t blocs dia-
gonaux ; soif le nombre des matrice blocs sous la diagonale
etnon nulles ; donc & B < b(b—1)/2 € O(b?) = O(n?/t?).
Alors, la résolution deMX = b nécessite} produits d’'une
matrice(t,t) par un vecteur colonne de taillece qui colte

Bt2, et autant d'additions de vecteurs colonnes de taille

ce qui est de co(t moindrefit, et enfinb résolutions de
systémes linéaire§ = B — 3|~ M; %), = 1,...b, ce qui
colteO(bt?), & raison de(t3) par inversion (les inversions

a la Strassen ne sont pas pertinentes pour de petites matrices
t part; de plus, nous allons suppogee O(1)). D’ou un

codit total deO(Bt? + bt®) = O((B+ bt)t?). Or bt = n. Donc

le cotit esO((B+n)t?).

Supposons maintenahtissez petit (par exemplie< 10)
pour gu’il puisse étre considéré comme une constante :
O(1). Alors la complexité totale de la résolution X =
B est enO(3 + n). Rappelons que & B < b(b—1)/2 =
O((n/t)?) = O(n?). Ainsi, méme quand il n'y a aucun bloc
nul sous la diagonale, la complexité tomberdea n?. Si
B est de l'ordre den, la complexité chute de® an; ceci
peut arriver avec les systemes de contraintes géométriques,
car chaque contrainte, par exemple celle de la distance entre
deux points, dépend d’'un nombre constant de variables.

L'accélération due a la décomposition peut donc étre
considérable.

Dans la suite nous utiliserorts= 3+ n: a est donc le
nombre de matrices blocs non nulles; nous dirons que ré-
soudre est e®(a) : c’est vrai car nous supposons duest
une constante.

Le co(t de la résolution optimale d’'un systeme linéaire
creux, et la stratégie optimale de résolution (par exemple
comment choisir les pivots de Gauss pour résoudre le sys-
teme le plus vite possible ?) sont étudiés plus en détail dans
la these de M. Bomhoff [Bom13]. Ces problemes, et les mé-
thodes combinatoires utilisées, ne considérent que le graphe
biparti du systéme linéaire.

5. Lare-paramétrisation accélere les calculs d’algébre

linéaire

Cette section montre que la re-paramétrisation accélere
les calculs d'algébre linéaire effectués par la méthode de
Newton-Raphson, ou une de ses variantes, comme la mé-
thode de Newton-Raphson amortidganped Newtgnou
I'hnomotopie. Dans la suite, nous ne considérons que la mé-
thode de Newton-Raphson.

Nous supposons que le systeme d’équations est bien-
contraint; I'ensemble des inconnues clefs est connu; la
structure de la matrice jacobienne du systeme a été cal-
culée par les méthodes de [AAIM93]; elle restera inchan-
gée lors des itérations de la méthode de Newton-Raphson.
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Chague itération de Newton-Raphson résout un systeme li- 2 Résoudre Kpyk := SOIVEAnxnKnxk = Hnxk). Ceci
néaire ou la matrice a la structure (déja vue en (Eq.8) ou dans nécessite la résolution desystémes linéaires, un pour
I'exemple de la figure 1) montrée en figure 6. chaque colonne=1,...k deK, et la colonne corres-

pondante deH. Ceci colte don®(ka). Ceci donne
K = A~'H, qui apparait dans (Eq.17), en nous évitant
I'inversion de la matrice\.

3 Calculer C — LA™IH = Gk — LixnKnxk colte

— O(Kk?n). Ce terme intervient dans I'étape 5.

4 CalculerS— LA~'R= S 1 — LixnZnx1 coliteO(kn).

Ce terme intervient dans le membre droit de (Eq.17) et
al'étape 5.

5 Résoudre Uyy1 := solvg(C — LA™ H ) Ukt =
(S—LA'R)ix1), oli seul estinconnu, cot®(k%).
C’est I'équation (17). Il est inutile d’optimiser cette
étape cak est petit. Ceci nous donhé.

6 CalculerRyx1 — HnxkUkx1 colteO(nk). Ce terme in-

En formules : tervient dans I'étape 7.

7 Résoudreny 1 := SOV AnxnXnx1 = (R—HU)nx1),

u |
K1

ERY)

n,k

n,1

C

]

k,k Lk,n

Figure 6: La structure de la jacobienne du grand systeme
re-paramétre.

HU+AX=R, CU+LX=3S (16) ou seulX est inconnu, colt®(a), en évitant l'inver-
oll la matriceA est carrée, inversible, triangulaire inférieure sion deA. C'est la premiere équation du systeme (16).
par bloc.U est le vecteur des inconnues clefsest le vec- Ceci nous donni.

teur des autres inconnues. La paHid +AX = Rvient de la
dérivée des contraintes non oubliées ; la p&tie+ LX =S

U et X sont maintenant connus. Le co(t total de la résolu-
tion d'un systéme linéaire re-paramétré est dofixk(a +

vient de la dérivée des contraintes oubliées. kn-+ kz))_ Commek < n, et commen < o < n(n—1)/2 €
Définition : cette matrice O(n?), ce colit est donc compris entké(n + k) dans le
meilleur des cas @(kn? + K" + k%) = O(kr?) dans le pire
( H A > des cas. Ce co(t est toujours inférieuale codt de la ré-
ct solution d’'un systeme linéaire par les méthodes standard (pi-

a une structure R (R pour re-paramétrisation). Deux matrices Vots de Gauss, décomposition LU) ; il est méme inférieur au
ont la méme structure R si et seulement si les tailles de leurs codt de l'inversion par la méthode de Strassexn'%”) ~
blocsH, A, C, L sont égales et les structures de bloc de leur O(n2‘8"') et a celui de l'inversion par la méthode de Cop-
sous-matriced sont égales. persmith-Winograd O(n?37%+) (voir [CLRS09] pour les
détails. Il y est montré que I'inversion d’'une matrice n a

On déduit de (Eq.16) : asymptotiquement le méme co(t qu’un produit de deux ma-

(C—LA'H)U = s—LA IR 17) tricesn x n).
Une remarque en passant : nous supposons pour simpli-
Preuve fier quek < n, et nous n'abordons pas la question de la
(Eq.16 = CU+LX =S, X =A*1(R—HU) taille ma>_<ime_t|e dek pour que l'accélération due a la re-
1 paramétrisation reste intéressante. L'analyse en complexité
= CU+LA(R-HU)=S précedente suggére une borne phursi k = O(n%37%),
= (C— LAle)U —s—LA IR alors notre méthode a la méme complexité que celle de Cop-

persmith—Winograd O(n?>373). Cette borne pouk est

Nous allons résoudre cette derniére équation linéaire en intéressante car il est probablement plus facile de trouver

U, puis en déduireX, ceci en évitant I'inversion da. On des ensembles d'inconnues clefs de tallla®3">) que de
supposeA de taillen x n. La re-paramétrisation renfor- taille O(1) ouO(logn).
tement réductible : c’estle but de la re-paramétrisation. Cette
décomposition d& permet d’accélérer la résolution des sys- 6. L .
\ P \ . . . Le casp-adique
temes linéairedx = B, comme vue a la section précédente.
RésoudreAx = B (pour B donné) colteO(a), le nombre Les méthodesp-adiques sont utilisées en analype
de blocs non nuls dans la matriée Les équations (Eq.16)  adique, mais aussi pour résoudre des problemes diophan-
(Eq.17) sont résolus & et X comme suit. tiens [Coh06, ST88, BP92, Box14, SCL59] ou de calcul for-

mel : calcul du PGCD ou de la factorisation de polynémes

1 Résoudre Zy,; := S0Ive AnxnZnx1 = Rnx1) colitea. [Gal10, Coh93], ou calcul de bases de Grobner [Fau99).

Ceci donneZ = A~'R, qui apparait dans (Eq.17), en
nous évitant I'inversion de la matride La remontée de Hensel utilisée dans les méthaales
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adiques peut aussi bénéficier de la re-paramétrisation. Sup-contient pas de solution; peut-étre contient-elle une solu-
posons queXgy est une racine d'un systéeme algébrique tion multiple ; ou peut-étre contient-elle plusieurs solutions

F (X) = 0 (supposé re-paramétré) modyoan nombre pre- trés proches ; ou peut-étre ne contient-elle pas de solution du
mier, ou une puissance d’'un nombre premier. Nous voulons tout, mais la précision de I'ordinateur est insuffisante ; dans
calculerX; tel queXgp + pX; soit une racine dé&(X) =0 tous ces cas, la boi est insérée dans une liste de boites
modulo p?. Dans la formule de Taylor E(Xo + pX) = résiduelles.

F(Xo) + pF’(Xg)X1 + ..., nous pouvons clairement ignorer
les termes erpk,k > 1 (les pointillés) puisqu’ils s’annulent
modulo p?. Ensuite,F (Xo) = 0 modp implique queF (Xo)
(considéré modulq»z) est un multiple dep. Nous calculons

- soit, enfin, la boiteB est encore volumineuse apres ré-
duction ; peut-étre contient-elle plusieurs racines réelles ?
Alors elle est coupée en deux, par exemple selon son c6té

le vecteun — F (Xo)/p. Alors F (Xo-+ pXt) = 0 = F (Xo) + le plus long (d’autres cht_),ix ont été ét_ugiiés [COP12, Mer00,
PF’(Xo)X1 = 0 [mod pz} = A+ F/(Xo)Xs = 0 [mod p], ce Tro09]), et les deux moitiés sont empilées.

qui est un systeme linéaire, soluble modplden fait, la re- Plusieurs méthodes ont été proposées dans la commu-
montee de Hensel nest rien d’autre que la méthode de New- nayté de I'analyse par intervalles pour réduire la boite
ton, mais dans lep-adiques [Fau99. B, éventuellement & la boite vide, en préservant ses ra-

cines. Citons 'opérateur de Krawczyck-Moore, ou celui de

Cette méthode peut étre itérée pour calculer le déve-
Sengupta-Hansen ( [Tro09], pg 25-26).

loppementp-adique de la racing,e., les racines modulo
2 3 2 4 8 > i ; . ) .
P,p%, p°,... (ou p%, p*,p-,...) a partir de la racinép mo- La méthode la plus directe résout par intervalles un sys-

dulo p. téme linéaire. Soixg le centre de la boitB. Alors :
Récapitulons : sF(x) = 0 est un systéme re-paramétre, _ _ ’ _
alors chaqgue remontée de Hensel peut en tirer avantage. No- fixeB)=T0o+(x=%0)) € T0)+ F(B)(x—x0) (18)
tons toutefois que la re-paramétrisation n’est d’aucune aide La figure 7 & gauche donne une interprétation géométrique
pour calculer la racine initial®, modulop. de cette formule, pour un probléme 1D. Nous cherchons
x € B solution def(xg) + f'(B)(Xx— Xo) = 0. Posong\x =
X—Xg ; Ax est la solution du systeéme linéaire par intervalles :
f/(B)Ax = —f(xg). f/(B) est d'abord calculée, par inter-
Cette section montre que les solveurs par inter- valles, en profitant du caractere creux de la jacobiefine
valles (ALIAS [COP12], RealPaver [GBO6], Ibex [Chal4] Puis nous calculonax := solve( f’(B)Ax = —f(xo)) en ex-
and QUIMPER [CJ11]) peuvent tirer parti de la re- ploitant la R structure de la jacobienne, avec les méthodes
paramétrisation. Les solveurs par intervalles utilisent des €n section 5.
méthodes de l'analyse par intervalles [Mer00, Tro09,
MKCO09, JKDWO01], qui calculent toutes les racines réelles
d’un systémef (x) = 0 a I'intérieur d’une boite initiale don-
née. Icif est un grand systéeme re-paramétré, bien-contraint.

7. Re-paramétrisation et solveurs par intervalles

Une difficulté surgit quand une des sous-matrices de la
diagonale de jacobienrié(B) contient une matrice non in-
versible. C’est le cas dans I'exemple 1D de la figure 7.

Une solution est le recours a la forme centrée. Saleat
/(B), etJy le centre del qui est une matrice inversible avec
probabilité 1. Il est aussi possible d'utilisgr= ' (x). Soit
SensuiteAJ =J—Jp. Alors :

Typiquement, ces solveurs gérent une pile de boites a étu-
dier. Cette pile est initialisée avec la boite initiale. Tant que
cette pile n’est pas vide, la boite en sommet de Bilest dé-
pilée, et étudiée. Cette étude essaie de réduire la boite, san

perdre aucune des racines qu’elle contient. f (o) +JAX =0
- soit cette étude prouve qiene contient aucune racine ; = f(x0)+ (Jp+AJ)Ax=0
par exempleB a été réduite a la boite vide ; = f(Xo)+JoAX+AIAX =0
- soit I'étude prouve quB contient une seule racine, régu- = f(x0)+JoAx+AJ(x—x9) =0, x€B
liere (le jacobien ne s’annule pas), par exemple en se fondant = f(X) +JoAx+AI(B—Xp) =0
sur un test utilisant le théoreme de Kantorovich [CM12].
= JoAx = —f(Xg) —AI(B—Xp) (29)

Alors cette racine est précisée par quelques itérations de
la méthode standard (sans intervalle) de Newton-Raphson. cette derniére équation est un systéme linéaire, d'inconnue
Cette solution est insérée dans une liste de solutions; AX; les éléments de la matridg sont des nombres flottants,
- soit la boiteB aprés réduction est trop petite pour NON des intervalles. Avec probabilité 3, est inversible. De
A I apres. : bp ) b plusJy a la structure R dé’, donc la résolution du systéme
étre subdivisée, et il est impossible de prouver qu'elle ne M*->+0 e ' ST
linéaire peut bénéficier de la re-paramétrisation. Seul le vec-
teur du membre droit de I'équation(f(Xg) +AJ(B—Xg) a
1. "Note that thep-adic method is also an iterative algorithm (in ~ des coordonnées intervalles. Géométriquement, I'hypersur-
fact this is a Newton algorithm)" [Fau99]. face de chaque équation est couverte par un hyperplan épais,
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B X B x, — | B X,

-

Figure 7: Une fonction peut étre encadrée de deux maniéres par une fonction éngairintervalles. A gauche,(X) €

f(x) + f/(B)(x—Xp) = —1+[—1/3,2/3]x : c’est I'équation des deux triangles grisés. Au milie(x)fc x/6 — [0,2] : c’est
I'équation de la bande grisée. A droite, les deux figures sont supéegada bande grisée est I'enveloppe convexe des deux
triangles grisés.

aucune racine. Si la boite n’est pas réduite, elle est coupée en
deux, par exemple selon son cété le plus long. La bissection
est inévitable car elle seule peut séparer les racines.

L'idée de Gauss-Seidel peut étre utilisée pour accélérer le
calcul deBn (Xp + Ax) : chaquei-iéme coordonné®; de
B peut étre réduite paB; := B N (xg + AX)j, dés quelle a
été calculée; la suite des calculs utilise la derniére valeur, la
plus précise, d&;. Si un desB; est vide, alorsB est vide
elle aussi, et ne contient donc aucune racine. Cette idée est
utilisée dans I'opérateur de Hansen-Sengupta.

B réduite

Une autre optimisation classique, utilisée elle aussi dans
I'opérateur de Hansen-Sengupta, est le préconditionnement.
Ce dernier limite I'effet enveloppant [Neu93] des cal-

uls par intervalles. Le systéme préconditionnégggj =
"(%0)"1f(x) = 0, et il est résolu & la place dix) = 0.
f et g ont les mémes racines. Par constructigh(x) =
f/(x0) "1f(x), doncg’ (xo) est la matrice identité ; i etg
étaient linéaires, 'hyperplan numénal’équationgy,(x) = 0
d'épaisseur constante ; c’est I'enveloppe convexe des conesSerait perpendiculaire a I'axg, ; plus la boite est petite, et

de la linéarisation par intervalles précédente. plus I'hypersurfacegy,(x) = 0 est proche d'un hyperplan.
Est-il possible d’exploiter a la fois la re-paramétrisation et

Un exemple simple, en 1D, est illustré sur la figure 7. |e préconditionnement? La difficulté est ggen’a plus la

Figure 8: La linéarisation par intervalles d’'un systéme en
2D dans une boite B. Les deux courbes sont couvertes par
des droites épaisses, les bandes grisées. Résoudre donne |
boite réduite en pointillé.

B=[-22,x =0, f(x) = -1, etf'(B) = [-1/3,2/3]. méme structure R qué ; en effet, le produit de deux ma-
La premiere linéarisation par intervalles edft(xp + AX) € trices ayant la méme structure R n'a pas la structure R, en
f(xo) + f/(B)AX, ce qui donne—1+[—1/3,2/3]Ax = 0. général.

Géomeétriqguement, I'arc de la courbe est couvert par les

deux triangles grisés, a gauche de la figurgB) nest Pour récapituler, les solveurs par intervalles peuvent en

pas inversible. Le milieu de la figure illustre la seconde principe bénéficier eux aussi de la re-paramétrisation ; il faut
linéarisation par intervalles, la forme centrée; I'arc de la Ccependant étudier l'effet enveloppant sur les systemes re-
courbe est couvert par une droite épaisse, la bande grisée parametres.
d’équation :JoAx = —f (Xg) — AJ(B—Xp) ; numériquement :
1/6x—[0,2] = 0. La figure a droite superpose les deux en-
cadrements. On remargue que l'intersection de la d@ite
avec la droite épaisse est plus grande qu'avec les deux tri-  Exploiter la re-paramétrisation au niveau des procédures
angles grisés. omniprésentes d’algebre linéaire a I'avantage de la simpli-
cité, et de la factorisation de la programmation. Cela permet
de réutiliser des solveurs préexistants (Newton-Raphson, ho-
Une fois calculéx, la boiteB est mise a jour, paB ;= motopie, solveurs par intervalles), au prix de quelgues mo-
BN (xo+Ax). Quand cette intersection est vidae contient difications mineures (a la limite, juste une recompilation),

8. Lare-paramétrisation a un plus haut niveau

La figure 8 montre un exemple 2D.

© REFIG 2014.
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et de les accélérer d’'un ordre de grandeur ou deux. Mais
la re-paramétrisation peut aussi étre utilisée a un niveau plus
élevé. Par exemple, pour un solveur par intervalles, il semble
possible de ne gérer que des boites selofes inconnues
clefs; X est ensuite calculé, par intervalles, en fonction de
U. Toutefois, I'algorithme et le programme du solveur par
intervalles doivent étre grandement modifiés.

9. Résultats préliminaires, et questions émergentes

Pour résoudre le probleme 3D du pentaédre [BOG
BCMF14], nous avons utilisé une re-formulation du systeme
de contraintes, qui réduit la taille du systeme a résoudre, de
douze (12 équations et 12 inconnues) a trois (3 équations et
3 inconnues). Avec cette re-formulation, un solveur par in-
tervalles (ALIAS) et une méthode de Newton-Raphson stan-
dard résolvent le probléme plus de 40 fois plus rapidement.
Cette re-formulation est une re-paramétrisatidrhog en ce
sens qu’elle ne se généralise pas a d’autres problemes géo
métriques. Nonobstant, cet exemple donne une indication
sur I'accélération que pourra apporter la re-paramétrisation,
quand les méthodes que nous avons proposées dans cet a
ticle seront programmées. Cette section mentionne mainte-
nant plusieurs questions non traitées dans cet article.

Les solveurs par intervalles peuvent-ils bénéficier en
méme temps de la re-paramétrisation et du préconditionne-
ment, ou de toute autre méthode limitant I'effet enveloppant
des calculs par intervalles ? Par exemple, parmi les multiples
opérateurs de contraction en analyse par intervalles (opéra-
teur de Krawczyck-Moore, opérateur de Hansen-Sengupta
etc) ou de propagation d’intervalleBgx consistency 2B,
Box, BC4, HC4, Mohc, etc [Tro09]), y en a-t-il un qui
soit ou qui puisse étre adapté pour tirer parti de la re-
paramétrisation ? La méme question se pose pour les sol-
veurs fondés sur les bases tensorielles de Bernstein [FM12a],
et les solveurs utilisant les polytopes de Bernstein [FMF09].

Quelles équations redondantes oublier ? Par exemple, on
peut penser gu'il vaut mieux oublier les équations de plus
haut degré.

Pour simplifier, nous avons supposé que le nombre d'in-
connues clefsk était une constante, ou petit devante
nombre d’'inconnues et d’équations. Vraisemblablement, un
k de I'ordre de logn, ou+/n reste intéressant. Peut-on préci-
ser la valeur maximale dequi reste intéressante ?

Nous n'avons pas abordé le probleme du calcul d’'un pe-
tit ensemble d’inconnues clefs, que ce soit pour les sys-

temes d’équations, ou les systémes de contraintes géomé-

triques. Rappelons seulement que I'équipe de Strasbourg
[FS08, Thil0, MSI12,Imb13] a proposé des algorithmes de
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peu denses plus généraux, autres que des contraintes géomé-
trigues, est un probléme ouvert. Dans sa thése, M. Bomhoff
[Bom13] étudie quelques problémes voisins concernant les
systemes d’'équations ; typiquement, le calcul de la solution
optimale de ces probléemes est NP-dur, mais il semble pos-
sible de calculer en temps polynomial des solutions proches
de I'optimum.

La re-paramétrisation peut-elle étre utilisée dans d’autres
domaines, par exemple en algébre linéaire pour le calcul des
décompositions SVD, QR, etc, ou pour la résolution des pro-
blémes de programmation linéaire, ou en calcul formel ?

Par simplicité, nous avons utilisé des méthodes combi-
natoires pour décomposer les systemes. Malheureusement,
ces méthodes ne détectent que les dépendances structurelles,
et pas les dépendances dues a des théorémes géométriques.
Linterrogation d’'un témoin [MF09, FM12b, MSTLO] per-
met de détecter toutes les dépendances et aussi de décom-
poser, sous réserve que soit connu un témoin typique de la
solution souhaitée [KMF]. D’ou la question : peut-on rem-
placer les méthodes combinatoires par la méthode du témoin

Ipour tirer parti de la re-paramétrisation ?

Enfin, dans cet article, nous n’avons considéré que des
systemes d’'équations, bien-contraints, et pas des systémes
de contraintes géométriques : nous avons systématiquement
converti les systemes de contraintes en systemes d'équa-
tions, en fixant trois coordonnées en 2D et six coordonnées
en 3D par des équatiorad hoc Ces dernieres dépendent
du repére et ne sont donc pas des contraintes géométriques.
Cette différence, apparemment bénigne, entre équations et
contraintes géométriques, introduit d'innombrables difficul-
tés et complications.

Ainsi, en mathématiques, la caractérisation combinatoire
des systemes de contraintes géométriques bien-contraints
en 3D (dits rigides, ou isostatiques) est toujours inconnue,
méme dans les cas les plus simples, ou toutes les contraintes
spécifient des distances génériques entre points. En 2D, la
caractérisation combinatoire de la rigidité est donnée par le
théoréme de Laman, mais il est extrémement restrictif ; par
exemple, il suppose que les seules contraintes sont des dis-
tances entre points, et que ces distances sont algébriquement
indépendantes, ce qui interdit les alignements, les cocyclici-
tés, etc.

En informatique, cette différence complique fortement
la décomposition par des méthodes combinatoires des sys-
temes de contraintes géométriqgues [JTNMO6]. On peut
penser que l'utilisation de la re-paramétrisation pour les
contraintes est plus difficile que pour les équations, et que
beaucoup d’articles vont étre consacrés a ces deux questions.

re-paramétrisation des systemes de contraintes géométriqueiO Conclusion

en temps polynomial ; ces algorithmes fournissent de petits
(peut-étre non minimaux) ensembles d’inconnues clefs. La
généralisation de ces méthodes a des systemes d’'équation

© REFIG 2014.
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systemes re-paramétrés. De plus, quand il y a plus d’'une [Box14] Box J.: An introduction to Skolem’s p-adic me-
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paramétrisation [GHY04, FS08, IMS11, MSI12]. Notre ar- dirigée par Dr. Sander Dahmen, Korteweg-de Vries Insti-
ticle généralise les méthodes de [AAIM93], si bien qu'elles  tuut voor Wiskunde Faculteit der Natuurwetenschappen,
s’appliquent aussi aux systemes re-paramétrés. Nous propo- Wiskunde en Informatica, Universiteit van Amsterdam,
sons d’'exploiter la re-paramétrisation au niveau le plus bas, 2014. Disponible sur internet.
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