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Résumé

Dans cette contribution, nous étudions le problème de la cohérence du formalisme tem-
porel qualitatif �	��

� introduit par Pujari et al. Nous prouvons en premier lieu la NP-
complétude du problème de la cohérence pour le sous-ensemble des relations préconvexes.
Nous montrons qu’en revanche ce problème est polynomial pour l’ensemble des relations
fortement préconvexes. Enfin, nous définissons un autre ensemble de relations �	��

� pour
lequel le problème de la cohérence peut être décidé au moyen d’une méthode similaire à celle
de la méthode habituelle de la chemin-cohérence.

1 Introduction

Le raisonnement temporel est une tâche centrale dans de nombreuses applications telles que la
compr éhension du langage naturel, la sp écification et la v érification de programmes et syst èmes,
l’ordonnancement temporel, etc. Dans le domaine du raisonnement temporel qualitatif, le for-
malisme propos é par Allen[All81], l’alg èbre des intervalles ( ��� ), est certainement l’un des
mod èles les plus connus.
Allen consid ère comme entit és temporelles les intervalles de la droite du temps (la droite des ra-
tionnels) et base le formalisme ��� sur ��� relations (qualitatives) binaires correspondant à toutes
les configurations possibles des quatre bornes de deux intervalles. Dans le formalisme ��� , l’in-
formation temporelle est repr ésent ée par des r éseaux de contraintes (r éseaux de ��� ) dont les
variables repr ésentent des intervalles et dont les contraintes sont exprim ées par des disjonctions
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de relations de base. Le probl ème de la coh érence des r éseaux de ��� qui consiste, étant donn é un
tel r éseau, à d éterminer s’il existe une instantiation des variables par des intervalles de la droite
de telle sorte que les contraintes soient satisfaites, est NP-complet dans le cas g én éral. Dans un
pass é r écent, de nombreux efforts ont ét é fournis pour caract ériser des fragments polynomiaux
de l’alg èbre des intervalles (voir par exemple[NB95; DJ97]). Aujourd’hui, tous les fragments
polynomiaux de ��� sont connus.
Plus r écemment, un nouveau formalisme temporel qualitatif, appel é ������� , a ét é propos é par
Pujari et al. [PKS99]. Le formalisme ������� consid ère également comme entit és temporelles
des intervalles. Les relations de base prises en compte par ������� sont au nombre de �	� et
constituent un raffinement des � � relations atomiques de ��� . En plus de la position relative entre
deux intervalles, elles permettent de distinguer la relation entre les dur ées du premier et du se-
cond intervalle (plus courte, plus longue ou bien égale). Chacune des �	� relations de ������� peut
être repr ésent ée par un couple constitu é d’une relation atomique d’Allen et d’une relation ato-
mique de l’alg èbre des points ( 
 , � ou � ), cette derni ère exprimant la relation entre les dur ées.
Remarquons qu’un formalisme similaire à ������� a ét é propos é dans le cadre du raisonnement
spatial, les lecteurs int éress és peuvent se reporter à[GR02].
D’un point de vue structurel, �
����� et ��� paraissent tr ès similaire au premier abord. Ce-
pendant, cette premi ère impression est trompeuse. La v érit é est qu’il existe de nombreuses
diff érences entre ces deux formalismes. En particulier, contrairement aux relations de ��� , l’en-
semble des relations de ������� n’est pas clos pour l’op ération de composition. Nous pouvons
également montrer que le probl ème de la coh érence pour les r éseaux de contraintes de �������

dont les contraintes sont d éfinies par des relations atomiques ne peut être d écid é au moyen de la
m éthode bien connue de la chemin-coh érence.
Dans cet article, nous nous focalisons sur le probl ème de la coh érence des r éseaux de ������� .
Notre but est de caract ériser plusieurs ensembles importants pour lesquels ce probl ème est po-
lynomial. À cette fin, nous d éfinissons l’ensemble des relations convexes de ������� (d’une
mani ère sensiblement diff érente de celle de Pujari et al.), l’ensemble des relations pr éconvexes,
et un sous-ensemble de ce dernier, l’ensemble des relations fortement pr éconvexes[BCL00]. Du
côt é n égatif, nous prouvons que le probl ème de la coh érence pour les r éseaux de ������� dont les
contraintes sont pr éconvexes est NP-complet. En revanche, nous montrons que les relations forte-
ment pr éconvexes peuvent être exprim ées à l’aide de conjonctions de clauses de Horn[Kou96] et,
comme cons équence, que le probl ème de la coh érence correspondant est polynomial. Nous mon-
trons également que la m éthode usuelle bas ée sur la chemin-coh érence ne peut pas être utilis ée
pour les relations fortement pr éconvexes. Enfin, nous d éfinissons une int éressante sous-classe de
relations de ������� pour laquelle le probl ème de la coh érence peut être d écid é au moyen de cette
m éthode.

2 Le formalisme ������� : une extension du formalisme d’Al-
len

2.1 Les relations de �������
Pujari et al. [PKS99] ont introduit le formalisme �
����� qui est une extension du formalisme
d’Allen [All81], l’alg èbre des intervalles ( ��� ). L’alg èbre ��� est bas ée sur 13 relations binaires
correspondant aux positions relatives possibles entre deux intervalles de la droite. Par rapport à
un intervalle fix é, un intervalle arbitraire peut être dans une des 13 positions : avant ��� � , rencontrer
�"!#� , chevaucher �"$%� , d ébuter �'&(� , être contenu dans ��)*� , terminer �'+,� , être égal ��-/.%� (et inverse-
ment). Nous d énotons par 021 l’ensemble de ces 13 relations, 0213�54(�(67�78769!:69!;8<6<$36=$(876<&	67&>8767+?6<+?876
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) 6=)	876=-(. � . Vilain et al. [VK86] ont d éfini un formalisme moins expressif, l’alg èbre des point
( ��� ), bas é sur trois relations de base 0���� 4*
 6>� 67� � , exprimant les trois positions relatives
possibles entre deux points de la droite.
De mani ère analogue, le formalisme ������� consid ère 25 relations binaires, chacune d’elles
exprimant une position relative particuli ère entre deux intervalles de la droite (une des � � re-
lations de base de ��� ) et une relation d’ordre entre les deux dur ées de ces intervalles (une
des trois relations de base de ��� ). Une relation de base de ������� sera d énot ée par 8� o ù
8�� 021 et 	
� 0�� . Deux intervalles � et � satisfont 8 � , ce qui s’ écrit aussi �#8� � , ssi �#8
� et
����������� ��	 ����������� � , o ù ��� , ��� , et ��� , ��� d énotent respectivement les bornes inf érieures et les
bornes sup érieures des intervalles � et � . Par exemple, les intervalles1 � � 67� � et ��� 6��*� satisfont la
relation de base !�� . Nous d énotons par 1! #"#$ l’ensemble des 25 relations atomiques de ������� ,
1! #"#$ � 4(�%� 67�%& 6<�(' 6<�78)� 6<� 8�& 67�78*' 69!�� 69!�& 69!+' 69!;8)� 69!;8)& 63!�8*' 6=$,� 6=$,& 6<$-'26=$(8)� 6=$(8)& 6<$(8*' 6
&.� 67& 8�& 6=)/� 6 )	8)& 6<+0� 67+?8)& 6=-(.-' � . 1! 1"#$ est un ensemble de relations compl ètes et mutuellement
exclusives, c’est- à-dire que, pour tout couple d’intervalles de la droite rationnelle ��� 62� � il existe
une et une seule relation 8 � de 1! #"#$ telle que � 8 � � . Les �	� relations de 1! 1"#$ apparaissent
comme des couples particuliers de 021-3 0�� . Dans la suite, il sera parfois commode de consid érer
que 1! #"#$54�02163 0�� , et de parler de “relations atomiques virtuelles” pour les couples appar-
tenant à �"021,3 0��,��7 1! #"#$ � 4 & ' 67&�& 6<& 8*' 6<& 8)� 6<+8' 6<+0& 67+?8*' 6/+?8)� 6=),' 6=)/& 6<) 8*' 6() 8)� 6<-/.,� 6<-(.,& � .
Ces relations atomiques virtuelles sont insatisfaisables.
À partir des 25 relations de base, nous pouvons d éfinir �9): “relations”, en donnant à ce terme le
sens de sous-ensembles quelconques de 1; #"#$ . Les relations sont des él éments de �< =�>�? . Soient@ � � < =�>�? , et deux intervalles � et � ; par d éfinition � @ � ssi il existe A5� @ tel que ��AB� .
Par exemple, � � 6<�	� et � � 6��*� satisfont la relation 4(�-� 67�C' 69!+' 6=)/� � puisqu’ils satisfont la relation
�(' . Les relations correspondant à D et 1! #"#$ sont appel ées relation vide et relation universelle
respectivement. Chaque relation @ � � < =�>�? peut être vue comme la disjonction des relations ato-
miques la composant. Nous supposons d éfinies d’une mani ère similaire les �E2F relations de ���
et les � F relations de ��� .

2.2 Représentation de Horn

Dans certains cas, la contrainte “deux intervalles � et � doivent satisfaire une relation @ � � < =�>�? ”
peut s’exprimer à l’aide d’une conjonction de clauses de Horn portant sur les bornes des inter-
valles � et � . Une clause de Horn [Kou96] est une disjonction form ée de litt éraux (in équations
ou in égalit és lin éaires) positifs : GEIH�EKJMLNLOL�J G(P H PRQSGNP � EIH P � E�JMLNLNL�J G(P �UT H P �UT et de
litt éraux n égatifs : GE H E J
LOLNL-J G P H PWV�XG P � E H P � E JYLOLNLZJ G P �UT H P �UT , o ù chaque G [ est un co-
efficient rationnel et chaque H [ une variable sur les nombres rationnels. Chaque clause de Horn
contient au plus un litt éral contenant la relation Q , i.e. un litt éral positif (d’o ù le nom port é par ces
clauses). Il est important de signaler que la r ésolution d’un ensemble de conjonctions de clauses
de Horn est polynomial [Kou96]. Remarquons que les relations atomiques appartenant à 1! 1"#$
peuvent s’exprimer à l’aide d’une conjonction de clauses de Horn unitaires (un litt éral par clause
de Horn). Par exemple, la satisfaction de la relation !\� entre deux intervalles � � ���0� 62��� �
et � � ����� 62��� � peut s’exprimer par la conjonction de clauses de Horn unitaires suivante :
�����]Q^��� ��_������ V�
��� �/_#�����`Qa��� �/_#����� V�b��� ��_#�����cQ^��� �d_#�����`Q^��� �/_#�����+�+���`Q
�����e��� �._ �����f�e��� V�b���f�e��� � . Une clause ORD-Horn [NB95] est une clause de Horn conte-
nant uniquement des litt éraux de la forme H V�hg ou H Qig , avec H et g deux variables. Toutes

1Nous consid érerons les intervalles ferm és de la droite des nombre rationnels, et d énoterons un tel intervalle par j;k�lnmpo
o ù k et m sont deux nombres rationnels.
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les relations de ��� � peuvent s’exprimer à l’aide de conjonctions de clauses ORD-Horn ; celles
de � � < ayant cette propri ét é sont les relations ORD-Horn[NB95] de l’alg èbre des intervalles (ces
relations correspondent aux relations pr éconvexes de ��� [Lig96]).

2.3 Représentation géométrique

Comme pour les relations atomiques de ��� , les relations atomiques de ������� peuvent être
repr ésent ées par des r égions du plan muni d’un rep ère. Chaque intervalle � � ���� 6���� � est
repr ésent é par le point de coordonn és ���� 6���� � . Étant donn é un intervalle de r éf érence � �
����� 62��� � , la r égion repr ésentant la relation atomique A � 1; #"#$ , not ée

����� � A?62� � , est l’ensemble
de points du plan 4O��� ���U� 62��� �	��� A�� � . Nous obtenons ainsi 25 r égions convexes partitionnant
le demi-plan 
 � 4*��� � 62� � ����� � �h� � � (voir Fig. 1). La repr ésentation g éom étrique d’une
relation @ � � < =�>�? ,

����� � @ 62� � , correspond à l’union des r égions correspondant à ses relations
atomiques : ��
���� ����� � A?62� � . Lorsqu’il ne sera pas important d’indiquer l’intervalle de r éf érence
� , nous noterons simplement cette r égion
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FIG. 1 – Repr ésentation g éom étrique des relations atomiques de ������� .

2.4 Les opérations fondamentales

Comme pour les relations de ��� et ��� nous allons d éfinir des op érations nous permettant de ma-
nipuler les relations de ������� . En interpr étant une relation de � < =�>�? comme une relation binaire
classique, c’est- à-dire comme un ensemble de couples d’intervalles de la droite, les op érations
relationnelles classiques d’union ( , ), d’intersection ( - ), d’inverse ( � E ) et de composition ( . )
peuvent se d éfinir de mani ère habituelle : � � @ - &(�*� ssi � @ � et � & � ; � � @ , &(�*� ssi � @ � ou � &0� ;
� � @ . &(�*� ssi /10 6 � @ 0 et 0 &K� ; � @ � E � ssi � @ � ( @ 6<& � � < =�>�? ). Nous pouvons montrer que@ - &�� 4%A]� 1! #"#$2�0A`� @ et A]��& � et @ , &�� 4ZA`� 1! #"#$3��A]� @ ou A]� & � . L’inverse
d’une relation singleton est une relation singleton (comme pour les relations de 021 et de 0�� ) et
peut se d éfinir par 4 8� � � E �54*� 8)� E � �5476 � , avec 8 � � 1; #"#$ (nous employons les mêmes symboles
pour noter les op érations relationnelles portant sur les relations de � � < et � � � que ceux que nous
utilisons pour les relations de 1! #"#$ ). Ainsi, @ � E � � 
����%4%A�� E � . L’op ération de composition a
un comportement inhabituel pour un ensemble de relations d’un formalisme qualitatif ; en effet,
contrairement aux relations de ��� et de � � , l’ensemble � < =�>�? n’est pas clos pour l’op ération
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de composition, ce qui signifie que � @ .�&(� , en tant qu’ensemble de couples d’intervalles de la
droite, ne coı̈ncide pas toujours avec une r éunion d’ él éments de 1! #"#$ . Consid érons par exemple
4/!B' � . 4 !+' � . Il est clair que 4/!+' � . 4/!B' ��� 4(�(' � . Si 4/!+' � . 4 !+' � était une r éunion
d’ él éments de 1; #"#$ , elle coı̈nciderait avec 4 �' � , or ce n’est pas le cas : 4 ! ' � . 4 ! ' � 4 4 � ' � .
Par exemple, le couple d’intervalles form é par ��� 6 �(� et ��� 67� � est un él ément de 4(�' � mais n’est
pas un él ément de ( 4 ! ' � .,4/!B' � ). L’op ération de composition est donc inadapt ée pour effectuer
du raisonnement qualitatif sur ������� puisque les briques de base manipul ées doivent être les
relations atomiques. Il est donc n écessaire de d éfinir une op ération plus faible que l’op ération
de composition, parfois appel ée composition faible, que nous d énoterons par � . Par d éfinition@ � & est le plus petit sous-ensemble de relations de 1! 1"#$ tels que @ . & � @ �3& . Par exemple,
on aura 4 !+' � � 4 !+' � � 4 �C' � . On constate que l’op ération � n’est pas associative : par exemple
� 4(�78 & � ��4/!�8 & � ����4 ! & � � 4/$(8 & 6=!�8 & 67�78 & � et 4 �78 & � � � 4 !;8 & � � 4/! & � � �54 �78 & � . Il en r ésulte
que l’op ération � ne peut pas être utilis ée pour d éfinir pour �
����� une structure d’alg èbre re-
lationnelle [Tar41]. Remarquons que . et � sont identiques pour ��� et ��� . Nous consid érons
également une op ération binaire correspondant au produit cart ésien d’une relation @ ���� < et

d’une relation & ����� � par : @ 3 & � 4 8 � �	81� @ 6�	���& � . Cet ensemble de couples peut contenir
des relations atomiques virtuelles de ������� et n’est donc pas n écessairement une relation de
� < =�>�? . Il est int éressant de noter que pour 8� 6��	��� 1! #"#$ , 8 � �
�	� � �9� 8 .��3�#3 � 	 . .%�9�*- 1! #"#$ .
La projection sur les intervalles (resp. sur les points) d’une relation @ � � < =�>�? , d énot ée par @�
(resp. @�
 ), est d éfinie par @� �54 8 �	8 � � @ � (resp. @�
 ��4�	 �%8 � � @ � ).
Dans la suite nous dirons qu’un ensemble de relations est une sous-classe si et seulement s’il est
clos pour les op érations� E , � , et - .

3 Les réseaux de contraintes qualitatives

3.1 Définitions

Un r éseau de contraintes �
����� est un couple � ����� 6�� � , o ù :
– � est un ensemble fini 4�� E 6 LNLNL 6���P � (avec � ��� ��� ) de variables (repr ésentant des inter-

valles de la droite),
– � est fonction associant à chaque couple ��� [ 6��	� � de variables de � une contrainte, not ée
� [ � , d éfinie par une relation de �< =�>�? .

Sans perte de g én éralit é, nous pouvons supposer que �[ ��� E ����� [ et � [ [ � 4/-(.-' � , pour tout
876��e� 4 � 6 LNLOL 6�� � . De plus, nous supposons d éfinis d’une mani ère similaire des r éseaux de ��� et
des r éseaux de ��� . Un r éseau atomique est un r éseau dont toutes les contraintes sont form ées
d’une seule relation de base.

Définition 1 Soit un réseau ������� � ����� 6�� � et � ��� ��� .
– Une instantiation ! de � est une application associant à chaque variable � [ � � un

intervalle ! [ (également dénoté par ! ��� [ � ). ! [ � dénotera la relation de l’ensemble 1; #"#$
satisfaite entre ! [ et !�� .

– L’instantiation ! est une instantiation cohérente ou solution de � ssi pour tout � [ 6��!�f�
� , ! [ ���"� [ � . Si � admet une solution, il sera dit cohérent.

– � est #6� cohérent (avec #i� 4 � 6 LNLNL 6$� � ) ssi toute instantiation partielle cohérente de
# � � variables peut être étendue à une nouvelle variable tout en restant cohérente.

– � sera dit � -fermé ssi pour tout 876��	6�# �:4 � 6 LNLOL 6�� � , � [ � � � [ T �%� T � .
– Un sous-réseau � � ���'&�6��(& � est un réseau tel que �)&��*� et �(&[ � � � [ � pour tout

876��f�:4 � 6 LOLNL 6$� � .
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FIG. 2 – (a) un r éseau atomique coh érent et non � -coh érent, (b) un r éseau atomique � -coh érent
et non coh érent.

– Un réseau � &?� ��� 6��(& � est équivalent à � ssi ils admettent les mêmes solutions.

Étant donn é un r éseau de contraintes, le principal probl ème qui se pose est de savoir si ce r éseau
admet une solution. Ce probl ème est appel é probl ème de la coh érence.Étant donn é un ensemble$ � � < =�>�? (ferm é pour l’op ération inverse et contenant la relation 4/-(.' � ), le probl ème de
la coh érence des r éseaux de ������� dont les contraintes appartiennent à

$
sera d énot é par%'&)( �+* �+,.- � � $ � . Le probl ème de la coh érence des r éseaux de ��� étant NP-complet, il est clair

que
%'&)( �+* �+,.- � �'� < =�>�? � est également NP-complet. Nous appelons m éthode de la � -fermeture,

la m éthode consistant à obtenir à partir d’un r éseau � � ��� 6�� � un sous-r éseau � -ferm é et
équivalent à � en it érant l’op ération �[ � � � � [ � - ��� [ T �%� T � � , pour tout 876��	6�# � 4 �	6 LOLNL 6 � ��� � ,

jusqu’ à obtention d’un point fixe. Cette m éthode peut être impl ément ée en � � �F � (avec � le
nombre de variables) à l’aide d’algorithmes similaires à ceux employ és pour obtenir des CSP
équivalents chemin-coh érents[MF85].

3.2 Cohérence et / -fermeture

Du fait que l’ensemble � < =�>�? n’est pas clos pour l’op ération de composition, plusieurs propri ét és
fondamentales que poss èdent les r éseaux de contraintes de ��� et de � � ne sont plus vraies.

Proposition 1 Soit � un réseau ������� . Il n’existe pas nécessairement un réseau � & équivalent
à � et � -cohérent.

Le r éseau atomique repr ésent é dans Fig. 2 (a) est � -ferm é mais non 3-coh érent : il suffit pour le
voir de consid érer la solution partielle ! ��� E � ��� � 67� � , ! ��� F � � � � 6<� � qui ne peut être étendue à
la variable � 9 . Ce r éseau est clairement coh érent et n’admet pas de r éseau équivalent 3-coh érent.
Malgr é tout, il existe des r éseaux de ������� 3-coh érents, en particulier des r éseaux atomiques.

Qu’en est-il de leur coh érence ? En fait il est possible de mettre en évidence des r éseaux ato-
miques 3-coh érents et non coh érents (voir Fig. 2 (b)). Ces r éseaux sont � -ferm és ; en cons équence,
nous pouvons affirmer :

Proposition 2 Un réseau atomique ������� � -fermé n’est pas nécessairement cohérent.

Pour ��� il a ét é établi que la complexit é de
%0&1( �2*!�2,�-�� � $ � , avec

$ � �� < est la même que
celle de

%'&)( �+* �+,.- � � $ � [NB95], avec
$

d énotant la fermeture de
$

pour les op érations d’inverse,
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FIG. 3 – (a) le treillis des intervalles, (b) le treillis des points, (c) le treillis de ������� .

d’intersection et de composition. La preuve de ce r ésultat est bas ée sur le fait qu’ à partir d’un
r éseau de ��� sur

$
on peut construire un r éseau équivalent sur

$
. Si on substitue à l’op ération

de composition l’op ération de “composition faible” � , cette propri ét é ne peut plus être établie
pour ������� . Ceci provient du fait que pour deux intervalles � et � satisfaisant la relation @ �3& il
n’existe pas n écessairement un troisi ème intervalle 0 tel que � @ 0 et 0 &#� (propri ét é n écessaire
pour traduire le r éseau sur

$
en un r éseau équivalent sur

$
). Malgr é tout, nous pouvons établir

un r ésultat d’ équivalence plus faible, que nous utiliserons plus tard :

Proposition 3 Soit
$ � � < =�>�? , fermé pour l’inverse et contenant la relation 4(-/..' � . %'&)( �+* �+,.- � � $ �

à la même complexité en temps que
%0&1( �2*!�2,�-�� � $$# � , où

$%#
note la fermeture de

$
pour l’opération

d’intersection.

La preuve de ce r ésultat est bas ée sur le fait qu’une contrainte de la forme � � @ -�&(�K� est
équivalente aux trois contraintes � @ � , �#& 0 et � 4(-/. ' � 0 , avec 0 une nouvelle variable. Dans

la suite de cet article nous allons caract ériser plusieurs ensembles de relations de ������� pour
lesquels le probl ème de la coh érence est polynomial. Plusieurs cas de polynomialit é peuvent être
obtenus de mani ère directe à partir de ceux de l’alg èbre des intervalles :

Proposition 4 Soit
$ � ��� < pour lequel le problème de la cohérence est polynomial. Soit

$ & �
� < =�>�? défini par

$ & ��4*� @ 3�4	
 6 � 6>� � �7-�1! #"#$ � @ � $ �
. Alors

%'&)( �+* �+,.- � � $ & � est un problème
polynomial.

Ces cas polynomiaux sont peu int éressants du fait que les relations �
����� correspondantes
n’imposent aucune contrainte sur les dur ées des intervalles, et ne sont finalement que “des rela-
tions de ��� ”. Établissons des cas de polynomialit é moins directs et plus int éressants.

4 Les relations convexes du formalisme �;� ���
4.1 Définition et représentation

Les relations convexes de ��� et de ��� correspondent respectivement aux intervalles du treillis
des intervalles et aux intervalles du treillis des points. De mani ère naturelle, nous d éfinissons le
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treillis de �
����� comme le produit cart ésien du treillis des intervalles et du treillis des points
(voir Fig. 3 (c)). Ce treillis contient donc en particulier les relations atomiques virtuelles de
�
����� . Nous d éfinissons l’ensemble les relations convexes de �< =�>�? , d énot é par � , de la mani ère
suivante.

Définition 2 Soit @ �:1; #"#$ . @ ��� ssi @ ��� !�8�� 6=!BA,����- 1! #"#$ où � !;8�� 69!+A ��� est un intervalle
du treillis de �
����� .

Remarquons que @ est convexe ssi @ � �'&�3��9�%- 1; #"#$ , o ù & et � sont deux relations convexes
de ��� et de ��� , respectivement. Il s’ensuit que du point de vue g éom étrique, une relation @ de
�
����� est convexe si sa repr ésentation g éom étrique

� ��� � @ � est une r égion convexe qui satisfait
l’ égalit é suivante :

/�	+��
�6 ����� � @ � � �
� @ $ � E � ����� � @ �9��3�� @ $ � 9 � ����� � @ �9�=�%-�	�6
o ù � @ $ � E (resp. � @ $ � 9 ) d énote la projection sur le premier axe (resp. le second axe) et 
 est
l’ensemble des six r égions connexes form ées par l’union de r égions de 4 ����� � 1! #"#$ -:� 021�3�4*
� �9� 6 ����� � 1! 1"#$ - �"021/3 4	� � �9� 6 ����� �91; #"#$ -:� 021�3�4%� � � � .
Comme pour les relations convexes de l’alg èbre des intervalles ou de l’alg èbre des points nous
avons la propri ét é suivante :

Proposition 5 Soit @ � 1; #"#$ . @ est convexe ssi @ peut s’exprimer par une conjonction de clauses
de Horn unitaires � telle que, si � H V�Xg3� ��� alors � H Q
g3� ��� ou ��g Q H � ��� (avec H et g
correspondant à des bornes ou à des différences de bornes (des longueurs d’intervalles)).

La preuve de cette proposition utilise le fait qu’une relation convexe de ������� est le “pro-
duit cart ésien” d’une relation convexe de � � < et d’une relation convexe de ��� � . Remarquons
qu’une relation convexe de �
����� ne peut pas toujours s’exprimer par une conjonction de
clauses unitaires de type ORD-Horn puisque parfois il est n écessaire d’utiliser des clauses de
la forme ���\�\�U�aQb���W�W��� ou ���\�\��� V�5���W�W��� . Pujari et al. d énombrent 227 relations
convexes ; en fait il y en a 240, cette diff érence provenant du fait que ces auteurs utilisent un
treillis ne tenant pas compte des relations atomiques virtuelles. Par exemple, la relation convexe
4 +?8)& 6=-(.-' 6=$,& 6<$-' 6=$,� 67&.� � (voir Fig. 4) fait partie de cette diff érence. De plus, nous pouvons

���� �
���
��� ������

� �

�! �!" ��#

$  $ " $ #

%  % " % #'&
 
&
"
&
#
(  ()" ( #

*�+  *�+ " *�+ #

(,+  (,+ " (,+ #.-�/  -�/ " -0/ #
*  * " * #

�1+  �2+ " �2+ #
$ +  $ + " $ + #

% +  % + " % + #&
+  
&
+ "
&
+ #

(a) (b) (c)

FIG. 4 – La relation convexe 4 +?8I& 6=-(.-' 6=$,& 6=$-' 6=$,� 6<&.� �

remarquer que l’ensemble � n’est pas une sous-classe :
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Proposition 6 L’ensemble � est stable pour les opérations � E , - , mais pas pour � .
La stabilit é pour les op érations d’intersection et d’inverse d écoule directement de la d éfinition.
Pour se convaincre de la non stabilit é pour l’op ération � , il suffit de consid érer la compos ée
4 �%� � � 4/)/� 6=$,� 6<$,& 6=$-'�6<&.� � qui est la relation non convexe 4(�-� 67�%& 6<�C' 6<)d� 6=$,� 6=! � 67&.� � .
Certaines relations de � peuvent s’exprimer à l’aide de clauses ORD-Horn, i.e. sans clause faisant
intervenir la longueur des intervalles. Ces relations convexes correspondent en fait aux relations
convexes de ��� ; nous d énoterons leur ensemble par � � � . Les relations de ��� � peuvent être
caract éris ées de deux façons équivalentes en termes de relations convexes de ��� ou d’intervalles
du treillis de ������� :

Proposition 7 Soit @ � � < =�>�? . @ � ��� � ssi @ satisfait une des deux propriétés équivalentes
suivantes :

– @ � ��& 3 4	
 67� 6 � � ��- 1; #"#$ avec & une relation convexe de ��� < ;
– @ � � 8�� 6��/& �7- 1! 1"#$ où � 8)� 6��d& � est un intervalle du treillis de ������� avec 876��f�#021 .

Du fait que l’ensemble ��� � correspond aux relations convexes de l’alg èbre des intervalles, nous
pouvons affirmer que l’op ération � restreinte aux relations de �� � correspond à la “vraie” com-
position. Par ailleurs, il s’ensuit que l’ensemble ��� � est une sous-classe, c’est- à-dire qu’il est
stable pour les trois op érations� E , - et � .

4.2 Polynomialité des relations convexes de � �����
Les relations convexes peuvent s’exprimer à l’aide de clauses de Horn unitaires ; en cons équence,
le probl ème de la coh érence des r éseaux de ������� convexes (les r éseaux de ������� ne conte-
nant que des relations convexes comme contraintes) est polynomial. Il suffit pour le voir de
traduire le r éseau convexe en un ensemble de clauses de Horn, et d’appliquer un algorithme de
r ésolution tel que celui propos é par Koubarakis[Kou96]. Remarquons que les clauses de Horn
unitaires obtenues à partir de relations convexes correspondent à un ensemble d’in équations
strictes ou larges, et peuvent donc être r ésolues par l’algorithme du simplexe ou par celui de
Kachian.

Proposition 8
%'&)( �+* �+,.- � �,�
� est un problème polynomial.

Il est bien connu que la m éthode de la chemin-coh érence r ésout le probl ème de la minimalit é et
de la coh érence des r éseaux convexes de ��� . Par voie de cons équence, nous avons :

Proposition 9
%'&)( �+* �+,.- � �,� � � � peut être décidé au moyen de la méthode de � -fermeture.

5 Les relations préconvexes de �������
On sait que l’unique ensemble maximal polynomial de ��� contenant toutes les relations ato-
miques est la sous-classe des relations pr éconvexes[NB95; Lig96]. Cette sous-classe corres-
pond à la sous-classe des relations ORD-Horn de ��� . Pour d éfinir les relations pr éconvexes de
�
����� nous utilisons la d éfinition donn ée par Ligozat[Lig96] en étendant les notions de fer-
meture convexe et de dimension aux relations de ������� . Pour ��� , la dimension d’une relation
est par d éfinition celle de la r égion qui la repr ésente. D’une mani ère similaire nous posons la
d éfinition suivante :
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Définition 3 Soit @ � � < =�>�? . La dimension de @ , notée )	8'! � @ � , est la dimension de la région����� � @ � .
Conform ément aux conventions g én éralement faites, la dimension de la relation vide est � � .
Remarquons que )	8'! � @ � � !+A,��4/)	8 !:� 4%A � ��� A]� @ � . La dimension d’une relation singleton
4ZA � peut être aussi vue comme le degr é de libert é pour placer les bornes d’un intervalle � de telle
mani ère que � satisfasse la relation A avec un intervalle � d éj à donn é. Ainsi, si A est la relation
!+' , ce degr é de libert é est � puisque n écessairement les contraintes �� � ��� et ��� � ����� � ���
doivent être satisfaites. Si A est la relation �N' , le degr é de libert é est de 1, puisque le placement
de �U� (resp. ��� ) contraint le placement de �8� (resp. �U� ).
La fermeture convexe d’une relation de �
����� @ , not ée

� � @ � , est la plus petite relation convexe
contenant @ . Remarquons que cette relation existe toujours puisque l’ensemble � est clos pour
l’op ération d’intersection.

Définition 4 Soit @ � � < =�>�? .
� � @ � ����� ��� et ���	� 4 & � .

La fermeture convexe d’une relation de ������� peut être calcul ée à partir de celles de ��� et de
��� :

Proposition 10 Soit @ � � < =�>�? .
� � @ � � � � � @ � �13 � � @�
 �=� - 1! #"#$ .

Maintenant, nous pouvons d éfinir les relations pr éconvexes de ������� .

Définition 5 Soit @ � � < =�>�? . @ est préconvexe ssi @ est vide ou ) 8 ! � � � @ �U7 @ � 
 ) 8 ! � @ � .
Nous d énotons par � l’ensemble des relations pr éconvexes de ������� . Remarquons que �
est un sur-ensemble strict de l’ensemble des relations issues du produit cart ésien des relations
pr éconvexes de AI et des relations pr éconvexes de AP. Par ailleurs, � contient 88096 relations
(dont les relations convexes de � ).

Proposition 11 L’ensemble � est clos pour � E , mais il ne l’est pas pour - et � .
Pour montrer le deuxi ème point, consid érons les relations pr éconvexes @ � 4(-/.' 6<�%� 6<�C' 6<$,� � ,
& � 4(-/.-' 67�%& 6<�(' 6=$,& � , � � 4(�%� � et H � 4/)/� 6<$,� 6=$,& � . On constate que les relations @ -�& �
4(-(.-' 67�C' � et � � H ��4(�%� 67�%& 6<�C' 6<)d� 6=$,��!�� 67&�� � ne sont pas pr éconvexes.

5.1 NP-complétude des relations préconvexes de INDU

Dans cette sous-section nous montrons la NP-compl étude des relations pr éconvexes de ������� .
Pour cela nous d éfinissons une r éduction polynomiale entre le probl ème du 3-coloriage de graphe
et le probl ème de la coh érence pour � # .
Proposition 12

%0&1( �2*!�2,�-�� � � # � est un problème NP-complet.

Preuve Soit 
 � ��� 6�
�� un graphe non orient é, o ù � est un ensemble de sommets et 
 un en-
semble d’arêtes entre ces sommets. Nous lui associons le r éseau de ������� � ����� 6�� � d éfini de
la mani ère suivante. � � ��$�� , � � est un ensemble de variables avec ��$��
��4 ��$�� E 6���$�� 9 6���$�� F �
et ���:� 4�� E 6 LOLNL 6��6P � ( � ��� � � ). À chaque variable de ��$�� correspond une couleur. À chaque
variable � [ � � correspond un sommet & [ ��� . Les contraintes de � entre les trois variables
de ��$�� sont donn ées par la figure Fig. 5 (a). Celles entre deux variables � [ et � � telles que
�'&%[967& � ����� (resp. V��� ) sont donn ées par Fig. 5 (b) (resp. (c)). Nous pouvons v érifier que
ces contraintes appartiennent à � # . Par exemple, la relation 4 ! ' 6=-(.-' 69!;8*' � est l’intersection
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FIG. 5 – Les contraintes de � � ��� 6�� �

des relations pr éconvexes 4/$ & 6<) 8)& 6<$(8)& 69!+' 6=-(.-' 69!;8*' � et 4/$,� 6<)d� 6<$,� 69!+' 6=-(.-' 6=!�8*' � . Nous
pouvons montrer que 
 � � � 6�
 � est 3-coloriable ssi � est coh érent.Étant donn ée une solution
du probl ème du � -coloriage pour 
 , il suffit d’assigner à chaque variable �[ l’intervalle corres-
pondant à la couleur affect ée au sommet &[ . Inversement, pour obtenir une solution du probl ème
de � -coloriage de 
 à partir d’une solution de � , il suffit d’associer à chaque sommet &[ la cou-
leur correspondant à l’intervalle assign é à la variable �[ . =
À partir de ce r ésultat et de la proposition 3 nous pouvons en d éduire la NP-compl étude des
relations pr éconvexes de �
����� :

Théorème 1
%'&)( �+* �+,.- � ��� � est un problème NP-complet.

6 Les relations fortement préconvexes de �;� ���
Nous venons de d émontrer que le probl ème de la coh érence sur les relations pr éconvexes de
�
����� est NP-complet. Ceci est également le cas pour les relations pr éconvexes de l’alg èbre
des intervalles g én éralis és[BCL00]. Il a ét é d émontr é que pour un sous-ensemble des relations
pr éconvexes de l’alg èbre des intervalles g én éralis és, les relations fortement pr éconvexes, il en
était autrement. En suivant la ligne de raisonnement propos é par Balbiani et al. nous d éfinissons

les relations fortement pr éconvexes de �
����� et montrerons que pour cet ensemble le probl ème
de la coh érence est polynomial.

Définition 6 Soit @ � � < =,>�? . @ est fortement préconvexe ssi pour tout relation convexe & ��� , la
relation @ -#& est préconvexe.

Nous d énotons par > l’ensemble des relations fortement pr éconvexes de ������� . L’ensemble >
contient 45792 relations.

Proposition 13 L’ensemble > est clos2 pour � E et - , mais il ne l’est pas pour � .
Consid érons les deux relations fortement pr éconvexes de ������� @ ��4(�� � et &��54()d� 6<$,� 6<$,& � .
Alors @ � & est la relation 4 �Z� 6<�%& 6<�C' 6<)d� 6<$,� 69!�� 67&�� � qui n’est pas fortement pr éconvexe.
Il est int éressant de remarquer que, pour d éterminer si une relation de �
����� est fortement
pr éconvexe, on peut se restreindre à tester la pr éconvexit é de ses intersections avec uniquement

2Un programme machine a ét é utilis é pour d émontrer ce r ésultat et la proposition 15.
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deux relations convexes. En effet, on peut montrer qu’une relation @ est fortement pr éconvexe si
les deux relations @ -�1! #"#$ et @ -:� 021/3 4 � � � sont pr éconvexes.

6.1 Polynomialité des relations fortement préconvexes de ��� ���
Cette section est d évolue au bon comportement des relations fortement pr éconvexes de �������
en ce qui concerne le probl ème de la coh érence.

Proposition 14 Les relations fortement préconvexes peuvent s’exprimer par des conjonctions de
clauses de Horn.

Preuve Soit @ � > . Puisque
� � @ � est convexe, il existe une conjonction de clauses de Horn

la repr ésentant. D énotons par �� � ��� une telle conjonction. Dans le cas g én éral �� � ��� est “trop
permissive”. En effet, en consid érant les contraintes de � � � ��� , une relation atomique A � � � @ �d7 @
est toujours r éalisable. Nous devons interdire ces relations atomiques sans interdire les relations
atomiques appartenant à @ . Soit A
� � � @ �17 @ . Nous allons d éfinir pour tous les cas possibles
de A une clause de Horn, d énot ée par �
 , telle que l’addition de � 
 à � permet d’empêcher la
satisfaction de A sans exclure la satisfaction des relations atomiques appartenant à @ .Étant donn é
que @ est pr éconvexe, ) 8 ! � � � @ � 7 @ � 
 )	8'! � @ � , et donc ) 8 ! ��A � 
 ) 8 ! � @ � . En cons équence,
)	8 !:� A � � � ou � .
Consid érons tout d’abord les cas o ù A n’impose pas l’ égalit é des dur ées des deux intervalles.
�����#� ��� � V� � �
	 � � ��� ��� � � ��� � � , ����
 � ��� � V�b� ��	 � � �W� � Qa� � ��� � � ,
��� [�� � ����� V� ��� 	 �����W��� � ��� �W��� � , ��� [�
 � ����� V� �U� 	 ���W���U�]Qc���W����� � ,
� � � ������� V�
��� 	 �����W��� � ��� �W��� � , � � [ 
 � ����� V�b��� 	 ���W�W���]Q^��� �W��� � ,
��� � � ����� V� ��� 	 ���\���U� � ��� �W��� � , ���O[ 
 � ����� V�
��� 	 �����W���]Qa�����W��� � ,
Maintenant, consid érons les relations atomiques imposant l’ égalit é des dur ées des deux inter-
valles. Ces relations atomiques appartiennent à la relation convexe & d éfinie par & ��4/-(.' 6<�C' 67�78*' 6
$-' 6<$(8*' 69!+' 69!;8 ' � . � 
 , except é pour le cas A � -(. ' contiendra toujours le litt éral � �\�W��� V�
� � ��� � .
����� � �����W�W��� V�b���W�W��� 	 ��� � ��� � , ��� [ � � �����W���U� V�b��������� 	 ��� � ��� � ,
� � � � �����W�W��� V�
�����W��� 	 ��� V�
��� � , � � [ � �������\���U� V�b��������� 	 ��� V� �U� � ,
��� � � � ����� V�b��� 	 ��� V�b��� � .
Les cas restants correspondent à A � $ ' et A � $(8*' . Consid érons le cas A � $ ' (le cas $(8*'
est similaire). Supposons que @ - 4(�N' 69!+' � V� D et que @ - 4(-/.�' 69!;8 ' 6<$(8*' 6<�78*' � V� D . Ainsi
A]� � � @ - &(� . Par ailleurs, nous savons que A V� @ . Par cons équent ) 8 ! � � � @ - &(� 7 � @ - &(�9� � � .
Puisque @ - & � & et )	8'! ��&(� � � , )	8 !:� � � @ - &(��7�� @ - &(�9�1Q � . Ainsi, ) 8 ! � @ - &(�#Q )	8 !:� � � @ - &(�U7
� @ - &(�9� et @ - & est non pr éconvexe. Il y a une contradiction (puisque @ est une relation fortement
pr éconvexe). Par cons équent, seulement trois cas peuvent se pr ésenter :
��@ - & �5D . ����� est ���W�W��� V�
�����W��� ,
� @ - 4 � ' 69! ' � V�YD et @ - 4/-(. ' 69!;8 ' 6=$(8 ' 6<� 8 ' � �YD . ��� � est � � �e� � V�
� � �e� ��	 � J Q � � ,
��@ - 4(�C' 6=!B' � �5D et @ - 4(-(.-' 6=!�8*' 6<$(8 ' 67�78*' � V�5D . � � � is ���W�W��� V�b��������� 	 � J � ��� .
En d éfinitive, on voit que @ peut être exprim ée par la conjonction de clauses de Horn �� � ��� _� 
�� � � � ����� ��� � 
 . =
Le fait que chaque relation fortement pr éconvexe puisse être exprim ée à l’aide d’une conjonction
de clauses de Horn nous permet d’affirmer le r ésultat suivant :

Théorème 2
%'&)( �+* �+,.- � � > � est un problème polynomial.
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7 Un nouvel ensemble polynomial : la sous-classe �
Nous venons de montrer que l’ensemble des relations fortement pr éconvexes est polynomial. Or
cet ensemble contient les relations singletons de ������� pour lesquelles nous avions remarqu é
que la m éthode de � -fermeture ne permet pas de r ésoudre le probl ème de la coh érence. Dans
cette section nous allons caract ériser un sous-ensemble de relations pr éconvexes pour lequel le
probl ème de la fermeture par � r ésout le probl ème de la coh érence. Nous d énoterons par � ce
nouvel ensemble de relations.

Définition 7 � est l’ensemble des relations @ � � < =�>�? telle que pour toute relation convexe
& ����� � , @ -#& est une relation préconvexe et

� � @ -;&(�#����� � .
L’ensemble � contient 11854 relations. La d éfinition de cet ensemble a ét é guid ée par notre
volont é d’obtenir des relations pr éconvexes de ������� dont les fermetures convexes sont “des
relations convexes de ��� ” et qui forment une sous-classe. Le premier point est satisfait puisque
pour toute relation @ ��� , par d éfinition, d’une part la relation @ -:1; #"#$ � @ est pr éconvexe et
d’autre part

� � @ - 1! #"#$ � � � � @ � est une relation appartenant à � � � . Le deuxi ème point peut être
v érifi é par machine.

Proposition 15 L’ensemble � est stable pour les opérations � E , - et � .
Remarquons que toute relation de � n’est pas n écessairement fortement pr éconvexe. Par exemple,
la relation 4/-(.-' 6<)d� 6<) 8)& 6<$,� 6>$,& 6<$(8)� 6=$(8)& 6=! � 6=! & 6=!B' 6=!�8)� 6=!�8)& 6=!�8*' � appartient á � mais
n’est pas fortement pr éconvexe puisque l’intersection de cette relation avec la relation convexe
4(-(.-' 6<$-'26=$(8*' 6=!B' 69!;8*' � n’est pas pr éconvexe. Inversement, une relation fortement pr éconvexe
n’appartient pas n écessairement à � . Notons que, pour d éterminer si une relation de �
�����
appartient à � , il est suffisant de consid érer uniquement un ensemble de trois relations convexes
de ��� � . En effet nous pouvons montrer qu’une relation @ de ������� appartient à � ssi @ - & � �
et
� � @ -#&(�1��� � � pour tout & � 4*1; #"#$ 6>4 !�� 6=!B' 6(!�& � 6>4 !;8�� 6=!�8*' 69!;8)& �.� .

7.1 La sous-classe � est polynomiale

Nous allons montrer que le probl ème de la coh érence sur l’ensemble � est polynomial. Tout
d’abord consid érons les r éseaux de ������� � -ferm és dont les contraintes appartiennent à �� �
et montrons qu’ils admettent une solution maximale, i.e. une solution ! telle que ) 8 ! � !�[ � ���
)	8 !:���1[ � � pour tout 876�� � 4 � 6 LOLNL 6$� � (o ù � d ésigne les contraintes du r éseau et � son nombre
de variables).

Proposition 16 Soit � � ��� 6�� � un réseau convexe de ������� dont toutes les contraintes ap-
partiennent à � � � ( V�YD ) et qui est � -fermé. Alors � admet une solution maximale.

Preuve � � � correspond aux relations convexes de ��� . Soit � & � ��� 6��(& � le r éseau convexe de
��� équivalent à � . � & admet une solution ! � ! E 6 LNLOL 69! P (avec � � � ��� ) telle que A#� � ,
avec A et � deux bornes de ! [ et ! � , si et seulement si toutes les relations atomiques de 021
appartenant à ��&[ � impose cette égalit é ( ! est une solution maximale pour ��� , voir[Lig96]).
Nous pouvons modifier ! pour obtenir une solution & ayant la propri ét é suppl émentaire : &�[ �& �[ � & �� � & �� ssi � [ � � 4/-(.-' � . Consid érons la borne inf érieure ! �[ , soit � le nombre de
bornes localis ées avant ! �[ . Nous affectons à & �[ la valeur ��� � � J �'� . Nous traitons d’une mani ère
similaire les bornes sup érieures. La solution & satisfait les propri ét és fix ées pr éc édemment. Ainsi,
& est une solution maximale de � � ��� 6�� � . =
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Proposition 17 Soient @ 67& � 1! 1"#$ telles que
� � @ � &(� , � � @ � et

� ��&(�#����� � . Nous avons
� � @ �3&/� �� � @ � � � ��&(� .

Preuve @ � � � @ � et & � � ��&(� . Ainsi @ �*& � � � @ � � � ��&(� . En cons équence,
� � @ �3&/� � � � � � @ � � � �'&(�9� .

Puisque ��� � est clos pour l’op ération � , � � @ � � � ��&(� est une relation convexe. Ainsi,
� � � � @ � � � ��&(�9� �� � @ � � � ��&(� . Il r ésulte que

� � @ � &/� � � � @ � � � �'&/� . =

Proposition 18 Soit � � ��� 6�� � un réseau dont les contraintes appartiennent à � . Soit � � �
��� 6�� � � le réseau de �
����� défini par � �[ � � � ��� [ �(� pour tout 876��f�:4 � 6 LNLOL 6�� � , avec � ��� ��� .
Si � est � -fermé alors � � est � -fermé.

Preuve Soient ��[<6�� � 6�� T � � . Comme � est � -ferm é, ��[ � � �1[ T � � T � pour tout 8<6��e� 4 �	6 LNLOL 6�� � .
Il s’ensuit que

� ���1[ � � � � ��� [ T �	� T � � . Nous savons que � est ferm é pour l’op ération � . Il en
r ésulte que

� ����[ T � � T � ����� � � . De plus, par d éfinition de � ,
� ��� [ T � et

� ��� T � ��� � � � . De Prop.
17, nous d éduisons que

� ��� [ T � � T � �
� � ��� [ T � �

� ��� T � � . En utilisant ce r ésultat, on obtient que� ���1[ � � � � ��� [ T � �
� ��� T � � . =

Maintenant, nous pouvons établir le r ésultat principal concernant l’ensemble � .

Théorème 3
%'&)( �+* �+,.- � ��� � peut être décidé au moyen de la méthode de � -fermeture.

Preuve Soit � � ��� 6�� � un r éseau de ������� contenant des contraintes appartenant à � . En uti-
lisant la m éthode de � -fermeture sur � nous obtenons un sous-r éseau équivalent �&�� ��� 6��(& � .
Les contraintes de � & appartiennent à � puisque � est ferm é pour les trois op érations� E , - et
� . Si � & contient la contrainte vide, alors � est non coh érent. Dans le cas oppos é, montrons que
� & (et par cons équent � ) est coh érent. Soit � & &�� ��� 6��(& & ) d éfini par � & &[ � � � ���(&[ � � . � & & est
� -ferm é (Prop. 18). Il admet une solution maximale ! (Prop. 16). Or cette solution ! est aussi
une solution maximale de � & : cela r ésulte du fait que ) 8 ! � � ����&[ � �17(�(&[ � � 
 )	8 !:���(&[ � � (voir
d éfinition de � ), pour chaque couple de variables �[ et �!� . =
Ainsi, nous venons de caract ériser un ensemble de relations ������� pour lequel la m éthode de
� -fermeture est compl ète.

8 Conclusion

Il existe de nombreuses bonnes propri ét és du formalisme d’Allen que le formalisme �������
ne poss ède pas : sa (faible) composition ne d éfinit pas une alg èbre de relations, la � -coh érence
n’implique pas la coh érence pour les r éseaux de ������� atomiques, certains r éseaux de � va-
riables sont � -coh érents mais non coh érents. Malgr é ces r ésultats n égatifs, nous avons caract éris é
d’int éressants sous-ensembles polynomiaux de relations.À cette fin, nous avons utilis é à la
fois une approche syntaxique (les clauses de Horn) et l’approche g éom étrique (convexit é et
pr éconvexit é). Alors que les deux approches conduisent à la même sous-classe dans le cas d’Al-
len, elles conduisent à deux ensembles distincts dans le cas du formalisme ������� . Suivant
l’approche g éom étrique, nous d éfinissons l’ensemble des relations pr éconvexes et prouvons que
son probl ème de la coh érence est NP-complet. Nous caract érisons alors deux sous-ensembles de
relations pr éconvexes : un est le sous-ensemble des relations fortement pr éconvexes, qui est poly-
nomial (puisque ces relations peuvent être repr ésent ées par des conjonctions de clauses de Horn),
mais pour lequel la coh érence ne peut pas être d écid ée par la m éthode habituelle de la chemin-
coh érence ; l’autre, qui ne lui est pas comparable, est également polynomial, et son probl ème
de coh érence peut être r ésolu au moyen de cette m éthode. Ce travail constitue une premi ère
exploration fructueuse des propri ét és de complexit é du formalisme ������� .
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