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Résumé Nous présentons une logique temporelle avec laquelle nous pouvons décrire
I’évolution des positions relatives des agents dans I’'espace au cours du temps. Cette
logique est une logique modale propositionnelle du temps linéaire dont les formules
atomiques sont définies sur la base des relations atomiques de I'algébre des rectangles
(formalisme dédié au raisonnement spatial qualitatif). Aprés avoir présenté cette lo-
gique nous étudions sa complexité.

1 Introduction

Dans de nombreuses applications il n’est pas rare de devoir raisonner sur
des informations faisant intervenir le temps et ’espace. C’est le cas par exemple
du controle aérien [SS98] ot on doit gérer un ensemble d’agents en mouvement,
pour qu’entre autre chose, n’interviennent pas de collision. Dans ce domaine la
gestion des mouvements peut se faire d’'une maniere centralisée : le controleur
de la zone ou se déplace I'avion gere les conflits éventuels, ou bien d’une maniere
plus décentralisée : ce sont les pilotes eux-mémes qui gerent leur route de vol.
Cet exemple montre & quel point dans le cadre de certains systémes multi-
agents il est crucial de mettre en ceuvre des protocoles sécurisés en ce qui
concerne la coordination des mouvements des différentes entités du systeme.
L’élaboration de ces protocoles nécessite I'utilisation de formalismes permettant
de représenter les informations spatio-temporelles de I'environnement d’une
part, et offrant des moyens automatiques pour raisonner sur ces informations
d’autre part.

Concernant la représentation de la connaissance spatiale, une branche de
I'intelligence artificielle en plein essor ces dix derniéres années a proposé de nom-
breux formalismes, il s’agit du raisonnement spatial qualitatif (RSQ). Chaque
formalisme proposé est caractérisé par les entités spatiales considérées, ainsi
que par les relations considérées entre ces objets. Ces dernieres sont dites qua-
litatives, c’est-a-dire qu’elles ne font pas intervenir de valeurs quantitatives. Ces
relations, munies de quelques opérations fondamentales, définissent des struc-
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tures particulieres appelées algebres relationnelles. Comme formalisme connu
du RSQ nous pouvons citer I'algebre des régions (RCC) proposée par Randell,
Cui et Cohn [RCC92]. Dans RCC les entités considérées sont les régions de l'es-
pace et les relations sont huit relations topologiques : DC(x,y) “la région x est
déconnectée de la région y”, EC(x,y) “la région x est extérieurement connectée
la région y”, PO(x,y) “la région x chevauche partiellement la région y”, EQ(x,y)
“la région x est identique a la région y”, etc. Avec RCC nous ne pouvons pas
raisonner sur des relations cardinales telles que : un objet est au nord d’un
autre objet, un objet se trouve a droite d’un autre objet,etc. , chose possible
avec d’autres formalismes qualitatifs : Palgebre des points [VK86], lalgebre
des intervalles [All83], 1’algebre des relations cardinales [Lig98], I’algebre des
rectangles [BCF98, BCF99], etc.

L’algebre des rectangles est un formalisme spatial qui est une extension de
lalgebre des intervalles d’Allen [All83] & la dimension 2. Les objets considérés
sont les rectangles du plan dont les cotés sont paralleles a une base orthogonale
et les relations basiques entre ces rectangles sont définies a partir du jjproduit
cartésieny, des relations atomiques de ’algebre des intervalles. L’algebre des
rectangles permet aussi bien d’exprimer des relations cardinales que des rela-
tions d’ordre topologique. Cette structure peut étre particulierement utile dans
des domaines tels que Parchitecture [CAB97] ou 'imagerie de synthese [Kwa98|
ou l'utilisateur a besoin dans certaines applications de définir des contraintes
sur les positions relatives d’objets modélisés par des rectangles.

Dans un formalisme du RSQ les informations sont généralement représentées
par des réseaux de contraintes ot les variables représentent les objets considérés
et ou les contraintes sont définies par une relation qualitative. Les méthodes
de raisonnement employées sont des méthodes dérivées de celles utilisées dans
le cadre général des CSP (Constraint Satisfaction Problem). On retrouve par
exemple la méthode de la chemin-consistance [Mon74]. Les formalismes quali-
tatifs spatiaux offrent ainsi des moyens de raisonner efficacement sur des infor-
mations spatiales.

En ce qui concerne la vérification formelle de systéemes dans lesquels in-
terviennent de maniere prédominante des connaissances temporelles telles que
la vérification de programmes et la vérification des systémes temps réel, de
nombreux formalismes & base de logiques temporelles [AEF90] ont montré leur
utilité et leur efficacité. La logique temporelle de base utilisée est la logique
propositionnelle temporelle (PLTL). Avec le langage de PLTL on peut former
des expressions comme ()A “A est vrai a 'instant suivant” et AUB “A est vrai
jusqu’a ce que B soit vrai”. Cette logique est a la base de nombreuses autres
logiques temporelles.

Récemment, Wolter et Zakharyaschev [WZ00] ont proposé un formalisme
combinant les contraintes spatiales de 1’algebre des régions et la logique tem-
porelle propositionnelle pour pouvoir raisonner sur des informations spatio-
temporelles. Pour cela, ils ont “remplacé” les propositions du langage de la
logique temporelle propositionnelle par des prédicats binaires basés sur les huit
relations topologiques de RCC. Par exemple, le langage de Wolter et Zakharya-
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schev permet de parler de ’évolution des positions relatives entre deux régions
x et y. La formule DC(z,y) U EC(x,y) signifie que les régions x et y sont
déconnectées jusqu’a ce qu’elles soient extérieurement connectées. Ils ont fourni
de nombreux résultats de complexité concernant le probleme de satisfiabilité
des formules du nouveau langage logique considéré.

Comme nous 'avons fait remarquer plus haut, I'algebre des régions permet
uniquement d’exprimer des relations d’ordre topologique, et ne considere pas
par exemple des relations d’ordre directionnel. Pour remédier a ceci nous pro-
posons une logique basée sur PLTL et sur 'algebre des rectangles. Avec cette
logique nous pouvons exprimer des propriétés telles que pour tout les instants
futurs Uentité x sera a droite de l’entité y. Dans ce papier nous montrons que
les résultats de complexité de Wolter et Zakharyaschev peuvent étre raffinés en
prenant l'algebre des rectangles. De plus, signalons que la démarche que nous
employons est différente de celle employée par Wolter et Zakharyaschev qui
utilisent des résultats concernant le produit de logiques modales. En fait, nous
suivons la ligne de raisonnement proposée par Sistla et Clarke dans [SC85].

Le plan du papier est le suivant. Tout d’abord, dans la section 2 nous
effectuons quelques rappels sur la logique temporelle propositionnelle et sur
I’algebre des rectangles. La section 3 concerne la définition de lalogique que
nous étudions. Dans la section 4 nous introduisons le concept de f-états. La
section 5 concerne des résultats de complexité fondamentaux. Dans un dernier
temps, nous concluons en donnant des perspectives de travail.

2 Préliminaires

2.1 Une logique temporelle : la logique PLTL

La logique temporelle PLTL (Propositional Linear Temporal Logic) est une
logique temporelle propositionnelle. Le langage de PLTL est basé sur un en-
semble de variables propositionnelles, sur les opérateurs booléens classiques, sur
I'opérateur temporel unaire () et sur 'opérateur temporel binaire U. Plus for-
mellement, les formules du langage de PLTL sont définies de maniere inductive
par :
o fu=A|-f]|(f1Vfo)| (Of1) | (fiUf2), avec A une variable proposi-

tionnelle et f1, fo deux formules.

Le modele du temps dans PLTL est discret et linéaire (fini a gauche et infini a
droite). Intuitivement, 'opérateur temporel () a pour signification a l’instant
sutvant il sera le cas que ... et une formule de la forme f1Ufy est vraie s'il
existe un instant futur pour lequel f; est vraie et tel que pour tout les instants le
précédant et suivant 'instant courant la formule f; est vraie. Plus formellement,
un modele est une fonction € associant a chaque entier positif ¢ ’ensemble des
propositions atomiques vraies a l'instant i. La relation e satisfait la formule f
a l'instant i (avec ¢ > 0), notée €,i |= f est définie inductivement de la maniére
suivante :

— 6,1 Assi A€e(i);
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—6iEfssieilE f;
— i AV fassieilE fi oueik fa
— 6,1 = f1Ufy ssi il existe un entier k tel que i < k, €,k |= f2 et pour tout
entier j, sii < jet j <k alorse,j = fi.
Une formule f est satisfiable s’il existe un modele € tel que €,0 = f. Le probleme
de savoir si une formule de PLTL est satisfiable ou non est un probleme
PSPACE-complet [SC85].

2.2 Un formalisme spatial a base de contraintes : 1’algébre des rec-
tangles

L’algebre des rectangles (AR) [Giis89, BCF98, BCF99] est une extension
de lalgebre des intervalles et est un formalisme dédié au raisonnement spatial
qualitatif. L’algebre des intervalles a été introduite par Allen [All83] pour le
raisonnement temporel qualitatif. Al est une algebre de relations basée sur 13
relations atomiques : B, = {b,m,o0,s,d, f,bi, mi,oi, si,di, fi,eq} qui consti-
tuent la liste exhaustive des relations qui peuvent étre satisfaites entre deux
intervalles, voir la figure 1. Les objets considérés par AR sont les rectangles
dont les c6tés sont paralleles aux axes d’une base orthogonale d’un espace eu-
clidien de dimension 2. Dans la suite nous noterons RECT cet ensemble de
rectangles. L’ensemble des relations atomiques considérées dans AR, est défini
& partir de celui de 1’algeébre des intervalles : Bro. = {(4,B) : A,B € Bjnt}.
Dans la suite les éléments de B,... seront dénotés par les lettres P, (), etc. Deux
rectangles X et Y satisfont la relation atomique (A, B) si les projections ortho-
gonales de X et Y sur le premier axe satisfont la relation atomique A et si les
projections orthogonales de X et Y sur le second axe satisfont la relation ato-
mique B. Dans la figure 1 sont représentés deux rectangles X et Y satisfaisant
la relation atomique (m,b). Comme pour l'algebre des intervalles, les relations
atomiques de AR sont completes et mutuellement exclusives, c¢’est-a-dire que
deux rectangles satisfont une relation atomique de B,... et une seule.

L’ensemble des relations de AR est ’ensemble des sous-ensembles de B,
i.e. 2Bree. Chaque relation peut étre considérée comme la disjonction des re-
lations atomiques qui la composent. Etant donnés X et Y deux rectangles et
R une relation de 28rec, X R 'Y dénotera le fait que X et Y satisfont une des
relations atomiques de R. Les relations de AR ont un fort pouvoir expressif,
en effet, grace a elles nous pouvons exprimer aussi bien des relations spatiales
d’ordre directionnel comme un rectangle est a droite d’un autre rectangle, que
des relations spatiales d’orde topologique comme un rectangle touche un autre
rectangle.

L’information spatiale qualitative entre plusieurs rectangles est représentée
par un CSP binaire particulier : un réseau des rectangles. Un réseau des rec-
tangles A est une structure (V, C) ot V est un ensemble de variables {Vy,...,V,}
représentant des rectangles (avec n = |V]). Et ot C est une application de
V x V vers 287 correspondant aux contraintes binaires entre les rectangles (la
contrainte entre V; et V; sera notée C(V;, V;) ou Cy;). C;; représente I'ensemble
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Relation | Symbole| Inverse| Signification

précede b bi T{ oy
rencontre m mi }T oy
chevauche o oi w
commence| s si }i{ ) e .
pendant d di X}i{ : -
termine f fi E “
X 4
égale eq eq E ‘ ; ‘

Fia. 1: L’ensemble des 13 relations atomiques de Al et la relation atomique
(m, b).

des relations atomiques permises entre les deux rectangles représentés par V;
et V;. Un réseau des rectangle est dit atomique ssi chacune de ses contraintes
C;; est composée d’une seule relation atomique (dans ce cas on confondra C;
et I'unique relation atomique qui la compose).

La consistance d’un réseau des rectangle N' = (V,C) est définie comme
suit. Une instanciation consistante m de N’ = (V,C) est une application qui
associe a chaque variable V; de V' une valeur m; de REC'T telle que pour tout
i, €1,...,|V], m; C;; m;. Une instanciation consistante partielle m’ sur I'en-
semble V' C V est une application qui associe & chaque variable V; de V' une
valeur m; de RECT telle que pour tout i,5 € 1,..., [V'|, mi C(V/,V]) m. N
est dit consistant ssi il admet une instanciation consistante. De plus, rajoutons
que N = (V, C) est globalement consistant ssi chacune de ses instanciations par-
tielles consistantes m’ : m/, ..., m} sur un ensemble de variables V' C V peut
toujours étre étendue & une instanciation partielle consistante m/, ..., mj, m; 11
sur 'ensemble V' U {V/, |} avec V/ | € V \ V'. Dans la suite nous aurons a
utiliser la propriété suivante :

Propriété 1 Un réseau des rectangles atomique et consistant est globalement
consistant.

Signalons pour clore cette section que le probleme de savoir si un réseau des rec-
tangles est consistant ou non est un probleme NP-complet dans le cas général.

3 Une logique pour le raisonnement spatio-temporel

Avec l'algebre des rectangles nous pouvons raisonner sur des informations
spatiales qu’a un instant donné. Nous allons maintenant “temporiser” les con-
traintes de l’algebre des rectangles en les encapsulant dans une logique tem-
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porelle inspirée de PLTL. La logique proposée suit celle donnée par Wolter et
Zakharyaschev dans [WZ00], cette section est consacrée a sa définition.

3.1 Syntaxe

Dans la suite, VAR dénotera un ensemble dénombrable de variables indi-
viduelles, nous emploierons les lettres minuscules x, y, etc., pour les désigner.
Chaque variable correspond a la région spatiale occupée par une entité au
cours du temps. Cette région peut varier au cours du temps et sera toujours
représentée par un rectangle isothétique du plan. Le langage modal proposi-
tionnel que nous définissons permettra de qualifier I’évolution des positions
relatives entre les différentes entités a I'aide des relations de AR. De maniere
inductive, nous définissons ’ensemble des formules qualitatives de la maniere
suivante : f == P(Q™z,O"y) | ~f1 | (f1 V f2) | (fiUf2); ot P appartient &
lensemble B, f1, f2 sont deux formules, m, n sont deux entiers positifs, et
x, y appartiennent a ’ensemble V AR. Les autres connecteurs standards sont
définis par les abréviations habituelles. En particulier, Ff est (TUf) (f sera
vraie d un instant futur) et G f est =(TU~f) (f sera towjours vraie aux instants
futurs).

L’originalité du langage est que l'opérateur () porte maintenant sur les
variables. Intuitivement, O™z correspondant & la région spatiale occupée par
Ientité représentée par la variable x a I'instant i + m avec i I'instant courant.
P(O™xz,O"y) signifie & I'instant i que la valeur de = & l'instant 7 + m est en
relation P avec la valeur de y a l'instant ¢ + n. Remarquons que nous pouvons
définir un opérateur () portant sur les formules en définissant OP(z,y) par
P(O',O'y).

Le langage obtenu permet d’exprimer des propriétés sur ’évolution des po-
sitions relatives entre les entités. A des fins d’illustration donnons quelques
exemples. La formule G ({pendant, pendant)(x,y)) signifiera qu’a chaque ins-
tant futur, la région occupée par l'entité représentée par x sera incluse (stric-
tement) dans la région occupée par l'entité représentée par y. Pour exprimer
que la zone occupée par l’entité représentée par la variable x est constante
au cours du temps nous utiliserons la formule G ((égale, égale)(x, Ox)). 1l
est également possible d’exprimer des relations non atomiques de l'algebre
des rectangles, pour cela on utilise le connecteur V. Par exemple, la formule
F(\/{({(précede, A)(z,y)) : A € Bint}) permet de caractériser le fait qu’a un ins-
tant futur ’entité représentée par x se trouvera & gauche de I'entité représentée
par y.

Nous terminerons cette sous-section par quelques définitions. Une formule
atomique est une formule de la forme P(QO™z, O"y), tandis qu'une U-formule
est une formule de la forme fUg.

Soit f une formule qualitative. var(f) et SF(f) dénoteront respectivement
I’ensemble des variables individuelles appartenant a f et ’ensemble de toutes
les sous-formules de f. Le nombre de symboles dans f sera dénoté par length(f)
(on supposera que (O™ correspond & m symboles). Il est intéressant de noter
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que pour toute formule qualitative f, il y a strictement moins de Card(SF(f))
U-formules dans SF(f). La taille de f, notée | f |, est définie de maniere
inductive :

- | P(O™x,Q"y) |= max{m,n};

I =f T AT 1 F Vg = max{| £ 11 g 1}5 | £Og |=maxd] £ 1,1 g I}
L’ensemble de toutes les formules atomiques dont les variables individuelles sont
dans var(f) et dont les tailles sont plus petites ou égales a | f | sera dénoté
par AF(f). Remarquons que Card(var(f)) < length(f), Card(SF(f)) <
length(f) et que | f |< length(f). De plus, Card(AF(f)) = Card(Bye.) X
Card(var(f))? x (| f | +1)%

3.2 Sémantique

Un modele qualitatif € est une fonction de ’ensemble VAR x IN vers 'en-
semble RECT. Nous définissons la relation “la formule qualitative f est vraie
a entier ¢ dans le modele qualitatif €, notée €,4 = f, de la maniére suivante :

- &iEPQmx,Q"y) ssi e(x,i+m) P e(y,i+n);

—6iEfssieilE [

—6iEfVgssieilE foueilEg;

— 6,1 = fUyg ssi il existe un entier k tel que i < k, €,k | g et pour tout

entier j,sii < jetj<kalorse,jgE f.
Une U-formule qualitative fUg sera dite accomplie entre deux entiers ¢ et j
dans le modele qualitatif € si i < j, €,7 |= fUg et s’il existe un entier k tel que
1 <k, k<jetek | g Uneformule qualitative f est satisfiable s’il existe
un modele qualitatif € tel que €,0 |= f. Les égalités suivantes spécifient quelles
formules qualitatives sont respectivement prises en compte dans les langages
EO(U) et £1(U) :

= fu=Pxy) | ~fi| (V)] (fiUf);

= [a=P(O"z,O0"y) | ~fi | (f1V f2) | (/iU f2).

La logique présentée dans [WZ00] differe de celle que nous proposons par le fait
que les contraintes employées sont celles de I’algebre des régions RCC8 [RCC92,
RNO99] et non celles de Palgebre des rectangles. Wolter et Zakharyaschev ont
montré que le probleme de la satisfiabilité d’une formule qualitative dans ce
cadre 1a est un probleme PSPACE pour le langage £o(U) et est un probleme
EXPSPACE pour le langage £1(U). Une question importante est de savoir si ces
résultats peuvent étre étendus dans le cadre d’un raisonnement qualitatif basé
sur lalgebre des rectangles. Il s’avere qu’en utilisant 1’algebre des rectangles le
probléme de la satisfiabilité est un probleme PSPACE-complet pour les langages
Lo(U) et £1(U). Dans ce papier nous montrerons comment nous avons obtenu
ces résultats uniquement pour le langage £1(U). La démarche employée pour
Lo(U) est la méme et moins difficile & mettre en ceuvre. Avant cela, nous allons
introduire le concept de f-états.
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4 f-états

Soient € un modele qualitatif et un entier i. Soit €; la fonction assignant a
chaque formule qualitative f I’ensemble €,(f) de toutes les formules atomiques
de AF(f) vraies en i dans e. Soit €; la fonction qui assigne & chaque formule
qualitative f l'ensemble €;(f) de toutes les sous-formules de f vraies en ¢ dans
€. Soit € la fonction assignant a chaque formule qualitative f la structure
(€—17/(f), .-, &(f),€(f)). Dans le cas ot i <| f |, nous posons :

&(f)=1(0,....0.&(f),....a(f).&(f))
——
|f|—i fois
Soit w la fonction qui assigne a chaque formule qualitative f 'entier :

Card(Byee)Cord@ar(N)*x(F1+1)° 5 oCard(SF()),

Il est intéressant de noter que pour toute formule qualitative f et pour tout
modele qualitatif €, le domaine d’arrivée de la fonction assignant a chaque entier
i la structure €;(f) contient strictement moins de w(f) éléments. Ces éléments
sont des cas particuliers du concept de f-états. Soit f un formule qualitative.
Un f-état est une structure

(§—|f‘7"'7‘§03§0)

ol §_|f|, ces So sont des sous-ensembles de AF(f) et So est un sous-ensemble
de SF(f). Nous supposons que les variables individuelles de I’ensemble var(f)
sont arrangées dans un certain ordre z1,...,xy. Nous faisons également les
hypotheéses suivantes :
— pour tout k € {— | f|,...,0}, pour tout I,m € {0,...,| f |} et pour tout
ny,ng € {1,..., N} il existe P € B, tel que P(lenl,meng) IS §k
— Pour tout ny,ne € {1,..., N}, pour tout ly,la,mi,ma € {0,...,] f |},
et pour tout ki, ks € {— | f |,...,0}, si P(O"#n,, O™ 2p,) € Sk, et
Q(/benl ;O™ xn,)
€ Sk, et sily + k1 =1la+ ko et my + k1 = ma + ko alors P et () sont une
méme relation atomique.
La structure (S_f|,...,So) définit un réseau des rectangles N' = (V, C') conte-
nant uniquement des contraintes atomiques ou la contrainte totale (disjonction
de toutes les relations atomiques de B;..) :
- V= {Xl,f\f|>"'7X1,|f|7"'7XN,j\|f\7"'7XN,\f|};
~ gl existe P(Q'zn,, O™ an,) € Sk, avec k € {— | f |,...,0}, l,m €
{0,...,] fl}ini,n2 €{1,...,N} et P € By alors C( X, ki, Xng ktm) =
{P}, sinon C(Xpn, k+i Xny k+m) €st égale & la contrainte totale Bye..
Notons qu’a partir d’un réseau des rectangles atomique et consistant, avec pour
ensemble de variables I’ensemble V' nous pouvons définir une unique structure

(S_if}s---+50)-
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Un f-état (§_‘f|, ..., So, So) est défini comme consistant si le réseau des rec-
tangles correspondant a la structure (§,‘ Floeees §0) est consistant et :

- Si P(O™x, Q") € SF(f) alors P(O™x, O™y) € So ssi P(O™z, O™y) €

§0%

— si ~g € SF(f) alors g € So ssi g &’go;

—-sigVheSF(f) alorsgvh€§0 ssig€§0 ou h € Sp.
Un f-état (§_|f|, ey §0,§0) sera défini comme U-consistant par rapport au
f—état (T\_|f‘, cee ,fQ,To) si f_|f| = §_|f|+1, ceey f_l = S\O et :

— si gUh € SF(f) alors gUh € S ssi h € Sy ou g e Sy et gUh € To.

5 La complexité de £,(U)

En suivant la ligne de raisonnement utilisée par Sistla et Clarke dans [SC85],
nous obtenons les résultats importants suivants :
Lemme 1 Soient € un modele qualitatif, i,j deuz entiers et f une formule de
L1(U) tels que i < j et &(f) = €;(f). Il existe un modéle qualitatif € tel que
pour tout entier k, si k < i alors €(f) = e (f) et si k > i alors €(f) =
€rtj—i(f). Ajouté a cela, pour tout entier k, st k < i alors ér(f) = (f) et si
k> i alors € y(f) = €rtj—i(f).
Preuve Soit € la fonction de VAR x IN dans RECT définie de la maniére
suivante. Pour tout entier k, si k& < ¢ alors pour toute variable individuelle z
dans var(f), soit €'(z,k) la valeur e(z, k). Pour tout entier k, si k > i alors
en supposant que ’ensemble de toutes les variables individuelles de var(f) est

arrangé dans un certain ordre x1, ..., 2y, considérons le réseau des rectangles
atomique (V*,C*) défini de la maniére suivante :

— soit V* I’ensemble WVig—isp Vi oo s Vi fls -+ VN i )

— Pour tout ny,ng € {1,...,N} et ly,lo € {k— | f|,..., Kk}, soit C¥(X, 1y,

Xn,.1,) la contrainte atomique composée de la relation atomique satisfaite
par €(zp,,l1 + 7 —1) et e(zp,,la + 7 —1).
On peut facilement vérifier que (V*,C¥) est consistant et est donc globale-
ment consistant. En conséquence nous pouvons toujours étendre une instancia-

tion partielle consistante €' (x1,k— | f |),...,€'(z1,k —1),...,é(xn,k— | [ |
), ey 6/(11:1\/', k—l) des variables {Vl,k—|f\ PR Vl’kfl, ey VN7;€_‘f‘, ey Vvafl}
en une instanciation consistante €' (x1,k— | f |),..., €' (z1,k),..., €' (xn, k— |
fs-..,€(xn, k). Il en résulte que, de proche en proche, nous pouvons termi-

ner de construire notre modele qualitatif € en résolvant le réseau des rectangles
précédent avec k = j, puis k = j + 1 et ainsi de suite. Le lecteur peut vérifier
que € satisfait les conditions requises. -

Lemme 2 Soient € un modele qualitatif, i,j deuz entiers et f une formule de
L1(U) tels que i < j, €(f) =€;(f) et chaque U-formule de €(f) est accomplie
entre i et j dans €. Il existe un modéle qualitatif €' tel que pour tout entier k,
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sik < j alors € (f) = ex(f) et sik > j alors €(f) = gk+i_j(f). De plus, €
est un modele qualitatif périodique de période j — i débutant a l’indice i.

Preuve Soit € la fonction de VAR x IN dans RECT définie de la maniére
suivante. Pour tout entier k, si k < j alors pour toute variable individuelle
x de var(f), soit € (x,k) la valeur e(z, k). Pour tout entier k, si k > j alors
en supposant que l’ensemble des variables individuelles de var(f) est arrangé

dans un certain ordre x1, ..., xy, considérons le réseau des rectangles atomique
(VE, CF) défini comme suit :

— soit V¥ I’ensemble WVig—ifps oo Vi oo VNk—1f - -+ » VK-

— Pour tout ny,ng € {1,...,N} et ly,lo € {k— | f|,..., Kk}, soit C¥(X,, 1y,

Xn,.1,) la contrainte atomique composée de la relation atomique satisfaite

par €(zp,,l1 + 7 —1) et e(zp,,la + 7 —1).
Comme € est un modele qualitatif on peut facilement vérifier que le réseau des
rectangles (V*,CF) est consistant. Il est donc également globalement consis-
tant. Il s’ensuit qu’étant données des valeurs €' (z1,k— | f |),...,€¢'(z1,k —
1),....é(xn,k—| f|),...,€(xn, k—1) telles que pour tout ny,ns € {1,..., N},
et pour tout l1,l2 € {k— | [ |,...,k — 1}, € (xn,,l1) et € (n,,l2) satisfont la
contrainte C*(Vy,, 11, Vio 1, ), il existe des valeurs € (z1,k), ..., € (zn, k) telles
que pour tout ni,ne € {1,...,N}, et pour tout ly,lo € {k— | f |,...,k},
alors € (zn,,11) et € (xn,,l) satisfont la contrainte C*(V,,, 1,, Vi 1,)- On peut
donc, de proche en proche, terminer de définir notre fonction €’ de telle maniere
qu’elle satisfasse les conditions requises. -

En combinant le lemme 1 avec le lemme 2, nous obtenons le théoréeme sui-
vant.

Théoréme 1 Soit f la formule de L£1(U) telle que f est satisfiable. Il existe un
modeéle qualitatif € et des entiers i,j tels que © < j, € est un modéle qualitatif
périodique commengant de période j — i commengant & Uindice i, i < w(f),

Jj—i < Card(SF(f)) xw(f) et €,0 = f.

Preuve Voir I'appendice. -

Gréace au théoreme 1, nous déduisons le théoreme suivant.

Théoréme 2 Le probléme de déterminer si une formule donnée de L1(U) est
satisfiable ou non est un probléme PSPACE-complet.

Preuve Le lecteur peut facilement prouver que le probleme de déterminer si
une formule donnée de £, (U) est satisfiable ou non est un probleme PSPACE-
difficile en y réduisant le probleme PSP AC E-difficile consistant a déterminer
si une formule donnée de la logique propositionnelle temporelle £(U) est sa-
tisfiable [SC85]. Pour tester si une formule f de £1(U) est satisfiable, nous
présentons ’algorithme non déterministe suivant :

Deviner deux entiers i, j tels que i < j, i < w(f) et j — i < Card(SF(f))

xw(f);

Deviner un f-état consistant (§_|f|, e §0,§0) tel que §_|f| =0, ...
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§_1=(Detf6§0;

k:=0;

Tant que k < i faire R o R o
Deviner un f-état consistant (1_,¢|,. .., To, Tp) tel que (S_j#|, ..., S0, So)
est U-consistant par rapport a (f_m, . ,fg,fo) ;

(S,‘f\,...,So,So) = (T,|f|,...,T0,T0);
R k=k+1,;

(U_|f‘,...,[70,U0) = (§_‘f|,...,§0750);

Tant que k < j faire R o R .
Deviner un f-état consistant (1_,¢|, ..., To, Tp) tel que (S_#|, ..., So, So)
est U-consistant par rapport a (f_m, .. ,fg,fo) ;

Pour toute U-formule gUh € SF(f), si gUh € Uy et h € Ty alors marquer
gUh dans (Zo; B R o
(S,‘f‘,...,SO,SQ) = (T,|f|,...,T0,TQ);
ki=k+1;
Vérifier si pour toute U-formule gUR de SF(f), si gUh € (70 alors gUR est

marquée dap\s Uy; o R o
Vérifier si (U_|f|, ey U()7 Uo) = (S_|f‘, ey So, S()).

Le lecteur pourra facilement vérifier que I’algorithme non déterministe précédent
est correct et qu’il est borné en espace par un polyndme en length(f).

6 Conclusion

Nous venons de présenter une logique temporelle propositionnelle avec la-
quelle on peut étudier ’évolution des positions relatives entre des entités au
cours du temps. Cette logique a été inspirée par les travaux de Wolter et Za-
kharyaschev qui ont montré que la satisfiabilité des formules de cette logique
est dans EXPSPACE lorsque les relations spatiales considérées entre les agents
sont celles de l'algebre des régions. Nous avons montré comment étendre leur
formalisme a ’algebre des rectangles. Pour les formules des logiques temporelles
basées sur cette algebre, nous montrons que le probleme de la satisfiabilité est
PSPACE-complet, améliorant de fait le résultat donné par Wolter et Zakha-
ryaschev.

Nous pouvons envisager trois premieres perspectives a notre approche. Nous
pouvons d’abord enrichir notre langage modal propositionnel en considérant
non pas les opérateurs modaux du temps linéaire mais ceux du temps arbores-
cent [Eme90]. Nous pouvons également trouver des fragments de notre langage
pour lesquels le probleme de la satisfiabilité est dans la classe NP. Une autre
perspective est de considérer d’autre types de contraintes, en particulier des
contraintes quantitatives. En effet, outre les contraintes qualitatives sur les rec-
tangles nous pourrions utiliser des contraintes métriques comme un rectangle a
une superficie entre telle et telle valeur, un rectangle a un cété horizontal dont
la longueur est comprise entre telle ou telle valeur, etc.
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Appendice

Preuve du théoréme 1 Soit ¢(© un modele qualitatif tel que €©),0 Ef
Le lecteur pourra facilement vérifier qu’il existe des entiers (9, () tels que

i < 40 G(_O)i(o)(f> = E(_O)j(o)(f) et chaque U-formule de €(©) ) (f) est ac-
complie entre i(®) et j(©) dansi@). Si i(og w(f) alors il existe des entiers
k1 tels que k < 1,1 < i et ey (f) = €©(f). En appliquant le lemme 1,
nous en déduisons qu’il existe un modele qualitatif €) tel que €V, 0 = f et il
existe des entiers i), i1 tels que i) < 1 €M), (f) = €M a)(f), chaque
U-formule de €U, (f) est accomplie entre i(V) et j() dans e et i) < (0,
Appliquant cette réduction aussi loin que possible, nous concluons a partir de
cela qu'il existe un modele qualitatif € tel que €),0 E f et il existe des
entiers i?), j?) tels que i < j@) €@ ) (f) = €22 (f), chaque U-formule

dans €2, (f) est accomplie entre i®) et ) dans €? et i® < w(f). Si
7@ —i > Card(SF(f)) x w(f) alors il existe des entiers k, I tels que i(?) < k,
E<1,1<i® e@(f) = €?y(f) et chaque U-formule dans €2, (f) est
accomplie soit entre i® et k, ou soit entre [ et j?) dans ¢?). En appliquant
le lemme 1, nous inférons a partir de cela qu’il existe un modele qualitatif
€®) tel que €30 = f et il existe deux entiers i@, 53 tels que i® < j©&),

€3, (f) = €36 (f), chaque U-formule dans ), (f) est accomplie entre
i) et ) dans €®), i) < w(f) et §B) —i®) < ) — () En appliquant cette
réduction aussi loin que possible, nous en concluons qu’il existe un modele qua-
litatif €4 tel que e®),0 |= f et il existe des entiers i(4), 7 tels que i < ;&)
€W (f) = €@ (f), chaque U-formule dans ™), (f) est accomplie entre
i® et 7@ dans €@, i < w(f) et @ — i < Card(SF(f)) x w(f). En
appliquant le lemme 2, nous concluons que il existe un modele qualitatif e et
des entiers i, j tels que i < j, € est un modele qualitatif périodique de période
j—i débutant al'indice 4,1 < w(f), j—i < Card(SF(f))xw(f)and €0 = f. -



