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Structures discrétes 2 (partie Logique)

e Intervenants :

e Philippe Balbiani — balbiani@irit.fr
e Frédéric Maris — marisQirit.fr
e Jan-Georg Smaus — smausGQirit.fr

Martin Strecker — strecker@irit.fr (responsable partie Logique)

e Volume horaire

Module commun avec Probas/Stats : 6 ECTS

Partie Logique : 24h de CTD + un CC en séance
Partie Proba/Stats : 24h de CTD + un CC en séance
e CC commun en semaine 40

e CC commun de seconde chance en semaine 50

e Page moodile :
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Structures discrétes 2 (partie Logique) : Examens

e CCl commun
sem. 8 (gr. A : jeudi 23/02 a 18h; gr. B : mardi 21/02 a 18h)

e CC2 Logique
sem. 13 (gr. A : mardi 28/03 a 13h30; gr. B : mardi 28/03 a 15h45)

e (CC3 Probas/Stats)

e CC4 commun
sem. 19 (gr. A : mardi 09/05 a 13h30; gr. B : mardi 09/05 a 15h45)

La partie Logique compte 50% de la note de CC1 et CC4.

Note finale =
0.25 * max(CC1,CC4) + 0.25 * max(CC2,CC4) + 0.25 * max(CC3,CC4)
+ 0.25 * CC4



Objectif et contenu

Objectif :
S’approprier les bases logiques sur de la théorie de la preuve et de sa
méta-théorie.

Contenu : seront présentés les concepts fondamentaux des preuves
mathématiques ainsi que diverses techniques de preuve :

e Techniques de preuves
~> preuve par cas, implication mutuelle, contraposition, absurde
Preuve en déduction naturelle

~> cas de la logique propositionnelle et de la logique des prédicats
Méta-théorie

~ définition inductive, fonction récursive, preuve par induction

Preuve d'égalité de termes par unification et application au principe
de résolution
Elimination des quantificateurs



Bibliographie francophone

Ces livres sont conseillés entre autres si vous voulez élargir votre horizon
et considérer d'autres points de vue. Quand vous remarquez des
divergences par rapport a ce qui est appris en cours, parlez-en avec votre
enseignant !

@ |. BERLANGER, V. DEGAUQUIER et T. LUCAS :
Initiation a la logique formelle.
de boeck, 2014.

@ P. LAFOURCADE, M. LEVY et S. DEVISMES :
Logique et démonstration automatique - Introduction a la
logique propositionnelle et a la logique du premier ordre.
Ellipses, 2012.

@ F. LEPAGE :
Elements de logique contemporaine.
PU Montréal, 2010.



Bibliographie anglophone

Acces libre :

e Open Logic Project : https://openlogicproject.org/
voir https://builds.openlogicproject.org/ pour les PDF
en particulier :
e Sets, Logic, Computation : https://slc.openlogicproject.org/
e Intermediate Logic : https://builds.openlogicproject.org/
courses/intermediate-logic/
e Logic Matters : https://www.logicmatters.net/
surtout : IFL : https://www.logicmatters.net/ifl/

Disponibles a la BU (aussi en ligne) :

e H.-D. Ebbinghaus, J. Flum, W. Thomas: Mathematical Logic.
Springer, 2013

e D. van Dalen: Logic and structure. Springer, 2013


https://openlogicproject.org/
https://builds.openlogicproject.org/
https://slc.openlogicproject.org/
https://builds.openlogicproject.org/courses/intermediate-logic/
https://builds.openlogicproject.org/courses/intermediate-logic/
https://www.logicmatters.net/
https://www.logicmatters.net/ifl/
https://archipel-univtoulouse.hosted.exlibrisgroup.com/permalink/f/18iboda/TN_cdi_askewsholts_vlebooks_9781475723557
https://archipel-univtoulouse.hosted.exlibrisgroup.com/permalink/f/18iboda/TN_cdi_askewsholts_vlebooks_9781475723557
https://archipel-univtoulouse.hosted.exlibrisgroup.com/permalink/f/13iuq63/33TOUL_MARC_ALMA51645198760004116

Pré-requis

Eléments vus auparavant :

e UE Structures Discretes 1 ayant permis d'acquérir les
compétences suivantes :

e Décrire comment la logique permet de modéliser des situations réelles

e Convertir des énoncés informels en langage logique

e Appliquer des méthodes (équivalences, résolution propositionnelle)
aux problémes de référence (SAT, conséquence logique, ...)

e Décrire les forces et limitations de la logique propositionnelle et de la
logique des prédicats

Utiliser un solveur pour résoudre des problemes SAT

Preuves par induction

e UE Ensembles 27



Pré-requis

Si vous n'avez pas ces pré-requis...

e Etudier le support de SD1

e Lire les chapitres 1, 2, 3 (sauf la méthode des matrices) et 6 du livre
"Elements de Logique Contemporaine” de F. Lepage mentionné
dans la biblio et disponible a la BU



1. Introduction a la preuve
2. Preuve en déduction naturelle
Introduction a la déduction naturelle
Cas de la logique minimale
Cas de la logique propositionnelle
Cas de la logique des prédicats
3. Preuve d'égalité de termes par unification
4. Preuve d'insatisfiabilité par résolution
5. Elimination des quantificateurs

Modeles, Théories, Axiomatisations

Preuve par Elimination de Quantificateurs



Introduction a la preuve



Définition de preuve (1/

Définition (selon wikipedia.fr)
Une preuve est un fait ou un raisonnement propre a établir solidement

la vérité.
La preuve est un enjeu dans plusieurs grands domaines :

e le raisonnement en tant que processus cognitif est un concept-clé en
philosophie ;

e en droit, la preuve est utilisée pour établir la vérité lors de proces.
On évalue alors le degré de confiance d'une preuve :

e Preuve parfaite : présomption irréfragable (preuve incontestable)
e Preuve imparfaite : présomption simple
e Présomption : faisceau d’'éléments ou d'indices



Définition de preuve (2/

La preuve est un enjeu dans plusieurs grands domaines (suite) :

e en mathématiques, une preuve (ou démonstration) est une rédaction
argumentée qui établit la véracité d'un énoncé mathématique en
s'appuyant sur :

e des hypotheses;

e des énoncés supposés évidents, appelés axiomes;
e des énoncés précédemment démontrés, et;

e des régles de déduction.

e en informatique, la correction d'un algorithme, d'un programme ou
d'un systéeme est démontrée afin de garantir sa fiabilité et sa sareté.

10



Exemple de preuve en philosophie (1/2)

e Kurt Godel est un logicien et mathématicien autrichien naturalisé

américain du XXéme siecle.

e || établit une preuve dite ontologique de |'existence de Dieu dans le
systeme de logique modale.

e Etant donnés 3 définitions et 5 axiomes :

e Définition 1 : x est divin ssi x contient comme propriétés essentielles

toutes les propriétés qui sont positives et seulement celles-ci

Axiome 1 : Toute propriété entrainée par une propriété positive est

positive
e Axiome 2 : La propriété d'étre divin est positive

11



Exemple de preuve en philosophie (2/2)

e On peut alors démontrer 4 théoréemes dont :

e Théoreme 4 : La propriété d'étre divin est nécessairement
exemplifiée

e |a preuve est correcte mais les axiomes sont critiquables.
En particulier, en changeant un des axiomes, on peut aboutir a une
preuve de |'inexistence de Dieu...

Référence : article wikipedia

12


https://fr.wikipedia.org/wiki/Preuve_ontologique_de_G%C3%B6del

Exemple de preuve en maths : démonstration directe

Définition (démonstration directe)

La consiste a démontrer la proposition énoncée
en partant directement des hypothéses données et en arrivant a la
conclusion par une série d'implications.

Exemple :

Pour tout entier n, si n est impair alors n® est aussi impair.

Preuve : Si n est impair alors il peut s'écrire n =2k + 1 ou k € Z. Alors :

n? = (2k+1)(2k+1)
= 4k*+4k+1
= 2.(2k?+2k)+1
= 2k'+1
avec k' = 2k? + 2k et donc n? est impair. O

13



Ex. de preuve en maths : démonstration par disjonction de cas

Définition (démonstration par disjonction de cas)

Une consiste a montrer que
I'énoncé se raméne a un certain nombre (fini) de cas distincts, puis a les
démontrer séparément.

Exemple :
Pour tout entier n, w est un entier.
Preuve :

Premier cas : si n est pair alors il existe un k tel que n = 2k et

w = k(2k + 1) qui est entier.

Second cas : si n est impair alors il existe un k tel que n =2k + 1 et
w = (2k + 1)(k + 1) qui est entier. 0

14



Exemple de preuve en maths : démonstration par I'absurde

Définition (démonstration par I'absurde)

La consiste a supposer le contraire de la
proposition énoncée et a montrer qu'on arrive alors a une contradiction
(absurdité, impossibilité).

Exemple :
. v a _ b _
Soient a, b > 0, si 05 = Ta alors a = b.
Preuve : par I'absurde, supposons a, b > 0, 12, = ﬁ et a # b. Alors :

a(l+a)=b(b+1)donca+a’=b+b’>dota®>—b>=b—a

Cela conduit a (a— b)(a+ b) = —(a — b). Comme a # b, on peut diviser
par (a— b) et a+ b= —1. Or cela est impossible car la somme de deux
nombres positifs a et b ne peut étre négative. O

15



Exemple de preuve en maths : démonstration par contraposée

Définition (démonstration par contraposée)
Pour démontrer P — Q, la consiste a

démontrer plutét que = Q — —P.

Exemple :

Soit x un nombre réel tel que pour tout € > 0, on a x < €. Alors x < 0.

Preuve : la contraposée revient a démontrer :

(x>0) = (Je.e >0AXx>e).

Cette implication est vraie puisque pour chaque x > 0 il suffit de prendre
_ X

E= 2" O
Remarque

Lorsqu'une démonstration inclut la construction d'un objet dont elle
cherche a prouver |'existence, elle est dite

16



Exemple de preuve en maths

Remarque
Il existe aussi des démonstrations visant a prouver |'existence d'un objet

mais qui sont non-constructives !

Exemple :

Théoreme

Il existe des nombres irrationnels a et b tels que a® est rationnel.

Preuve : on fait une disjonction de cas sur : "v/2"  est rationnel”.

Cas1: \@ﬁ est rationnel. Dans ce cas, il suffit® de prendre

a=b=+/2.
Cas 2: ﬁﬁ est irrationnel. Dans ce cas, on prend a = \@ﬂ et
V2
b = v/2. On voit que a® = (ﬁﬁ) = ﬁ(ﬁ‘ﬁ) =2 =2. O

1. On admet ici que V/2 est irrationnel ; ceci est facilement démontrable par I'absurde.

17



Exemple de preuve en maths : preuve sans mot

Définition (preuve sans mot)
Une est une preuve que |'on fait par un diagramme qui
la rend évidente.

Exemple : théoreme de Pythagore

b b a

Q

a2
A a
b \c\\ b2 b

2 2 2
a + b "= c

18



Exemple de preuve en maths : démonstration par contre-

exemple

Définition (démonstration par contre-exemple)
Une permet de réfuter un fait en
exhibant un exemple qui contredit ce fait.

Exemple :

Pour tout entier n, F, = 22" 4 1 est un nombre premier.

Preuve : Euler a prouvé que cette conjecture est fausse en exhibant le
contre-exemple suivant : F5 = 4 294 967 297 est divisible par 641. O

19



Exemple de preuve en informatique (1/3)

Remarque

La preuve de correction de programme sera vue en détail dans I'UE de
L2 Algorithmique et Programmation.

On suppose qu’on sait spécifier ce que doit faire le programme
indépendamment de son écriture.

Exemple : un programme qui calcule la factorielle d’un entier positif n
calcule le produit suivant :

n=1x2x..x(n—1)xn

Un programme réalisant ce calcul met en ceuvre un algorithme calculant
ce produit.

20



Exemple de preuve en informatique (2/3)

fact(4) :n<4,r«+1
< 2 r+ 1*2 =2
i+ 3, r<2*¥3 =06

int fact(int n):
int r =1, i;

for (i = 2; i <= n; i++)

. i< 4, r+ 6% =24
r =1r % 1 .
return r <= 5
return 24

Comment prouver que le résultat est correct pour tout n?

21



Exemple de preuve en informatique (3/3)

Vérification via des assertions et la logique de Hoare (calcul de wp) :

{n > 1} // précondition
int fact(int n):
intr =1, i = 1;
{r = il } // invariant (correction)
{n — i} // variant (terminaison)
for (i = 2; i <= n; i++) {
r=r1r*i1i
¥
return r
{fact(n) = n!} // postcondition

22



Questions cruciales sur la preuve

e Ces techniques de preuve sont-elles correctes ?
e Peut-on tout prouver avec?

e Comment les mécaniser ? Peut-on les automatiser ?

23



A-t'on déja fait des preuves en " Logique 1” ?

Rappels!

e Vous devez savoir
e prouver qu'une grille de sudoku admet une solution;
e prouver qu’'on peut colorer une carte avec 4 couleurs;
e prouver qu'il est possible de planifier un ensemble de taches
contraintes ;

plus généralement, prouver H |= C (conséquence logique).

e Le probleme précédent est équivalent a l'insatisfiabilité d'un
ensemble de formules

e Technique de preuve efficace : la résolution

24



Fin de l'introduction : qu’est-ce qui est exi

Check-list des attendus a I'examen :

O Savoir rédiger une preuve correcte par disjonction de cas
[0 Savoir rédiger une preuve correcte par |'absurde

[0 Savoir rédiger une preuve correcte par contraposée

... pour des énoncés simples (issus de la théorie des ensembles, par
exemple)

25



Preuve en déduction naturelle



Preuve en déduction naturelle

Introduction a la déduction naturelle

26



Etablir la validité d’un raisonnement (rappel)

Remarque : ceci est un rappel de " Logique 1"

e Un raisonnement du type

Quand il neige, il fait froid et quand il y a du verglas, il fait froid.
Or aujourd’hui, il neige ou il y a du verglas. De plus, en été, il
ne fait pas froid. Donc, on n'est pas été.

e ... peut étre modélisé sous forme de la conséquence logique :

{n—f,v—f,nVv,e— —f} E —e

ou
e n:"il neige”
e f :"il fait froid”
e v :"ilyadu verglas”
e e :"on est en été”

27



Etablir la validité d’un raisonnement (rappel)

e Etablir la validité d'un raisonnement, c’est répondre a la question :
HEC?

c'est-a-dire, H U {—C} insatisfiable ?

e On a vu en "Logique 1" que la réponse pouvait étre obtenue :

e en construisant des tables de vérité, ou
e en appliquant le principe de résolution.

28



Etablir la validité d’un raisonnement (rappel)

e Etablir la validité d'un raisonnement, c’est répondre a la question :
HEC?

c'est-a-dire, H U {—C} insatisfiable ?

e On a vu en "Logique 1" que la réponse pouvait étre obtenue :
e en construisant des tables de vérité, ou
e en appliquant le principe de résolution.
e Pas satisfaisant pour des taches exigeant un détail du raisonnement
(ou explication) qui mene de H a C
e Diagnostic médical
e Diagnostic de panne

e Tuteur électronique

28



Conséquence et dérivabilité

Conséquence logique : {H1,...,H,} E C
e une notion sémantique
e définie a I'aide d'interprétations :
toute interprétation qui satisfait {Hi, ..., H,} satisfait aussi C
Derivabilité : {Hy,...,Ha} - C

e une notion syntaxique

e relative a un calcul : avec les regles du calcul, on peut déduire C a
partir des hypotheses {Hy, ..., H,}

e ici, le calcul est la déduction naturelle

Critéres pour un “bon” calcul :

e Correction : si {Hi,...,H,} = Calors {Hy,...,H,} = C
e Complétude : si {H1,...,H,} = Calors {Hy,...,H,} = C

Cas spéciaux : Validité : = C, resp. prouvabilité : - C

29



Déduction naturelle : exemple (1)

Exemple de raisonnement “naturel”

Quand il neige, il fait froid : (n — f)
Quand il y a du verglas, il fait froid : (v — )
[l neige ou il y a du verglas (nV v)

En été, il ne fait pas froid (e — —f)

SARE IO R

Donc, on n'est pas été : —e

30



Déduction naturelle : exemple (1)

Exemple de raisonnement “naturel”

Quand il neige, il fait froid : (n — f)
Quand il y a du verglas, il fait froid : (v — )
[l neige ou il y a du verglas (nV v)

En été, il ne fait pas froid (e — —f)

SARE IO R

Donc, on n'est pas été : —e
Dérivation de la conclusion @ & partir des hypothéses @ , ..., @ :

6. Pour montrer @ , supposons e, et dérivons une contradiction (L)
7. Distinction de cas (avec @ ) :
7.1 Soit n. Alors, avec @ , on a f.
7.2 Soit v. Alors, avec (%) ,onaf.
Donc, de @ , @ , @ on peut conclure f.
8. Avec @ et @ , inférer —f.
9. @ et @ permettent de conclure L, comme demandé dans @ . 30



Déduction naturelle : exemple (2)

Arbre de dérivation :

0 O 00 ©O
o n n—f v v*>fe o

nvVv f f e e— —f
f —f
1

-e

31



Déduction naturelle : exemple (2)

Arbre de dérivation :

0 O 00 ©O
o n n—f v v*>fe o

nvv f f e e——f
f —f
1
—e
Nous dirons : sous les hypotheses @ ... @, on peut déduire (ou dériver)

la conclusion @ .
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Déduction naturelle : exemple (2)

Arbre de dérivation :

0 O 00 ©O
o n n—f v v*>fe o

nvv f f e e——f
f —f
1
—e
Nous dirons : sous les hypotheses @ ... @, on peut déduire (ou dériver)

la conclusion @ .

Ce fait est exprimé par le séquent (jugement) suivant :
{n—f,v—f,nVv,e— —f}F—e

31



Déduction naturelle : premiere regle

Dans tous les cas (pour tout langage que nous pourrions considérer),
nous aurons la régle suivante :

Axiome :
Aerl

N=A

(Ax)

32



Déduction naturelle : premiere regle

Dans tous les cas (pour tout langage que nous pourrions considérer),
nous aurons la régle suivante :

Axiome :
Aerl

N=A

(Ax)

Notation : dans un arbre de dérivation, on n'écrit pas explicitement la
précondition A € I car c'est inutile, ¢a se voit :

—— (A .

& Ob - &b est correct, mais
— (Ax)

® &b & n'est pas correct.

32



Déduction naturelle : un exemple abstrait

Nous avons déja donné un exemple intuitif (neige, verglas, etc).

Pour mieux apprécier que la déduction est un processus entierement
mécanique et que nous ne pouvons pas utiliser notre intuition
sémantique comme bon nous semble, il est utile de présenter un exemple

abstrait, sans aucune intuition.
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Déduction naturelle : un exemple abstrait

Nous avons déja donné un exemple intuitif (neige, verglas, etc).

Pour mieux apprécier que la déduction est un processus entierement
mécanique et que nous ne pouvons pas utiliser notre intuition
sémantique comme bon nous semble, il est utile de présenter un exemple

abstrait, sans aucune intuition.

e Langage L ={V,% 4 ¢}

33



Déduction naturelle : un exemple abstrait

Nous avons déja donné un exemple intuitif (neige, verglas, etc).

Pour mieux apprécier que la déduction est un processus entierement
mécanique et que nous ne pouvons pas utiliser notre intuition
sémantique comme bon nous semble, il est utile de présenter un exemple

abstrait, sans aucune intuition.
e Langage L ={V,% 4 ¢}
e Systeme déductif donné par les régles :

r-e r-e & THa rervy
rre@ ) Ty O ©)
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Déduction naturelle : un exemple abstrait

Nous avons déja donné un exemple intuitif (neige, verglas, etc).

Pour mieux apprécier que la déduction est un processus entierement
mécanique et que nous ne pouvons pas utiliser notre intuition
sémantique comme bon nous semble, il est utile de présenter un exemple

abstrait, sans aucune intuition.

e Langage L ={V,% 4 ¢}
e Systeme déductif donné par les régles :

r-e r-e & THa rervy
rre@ ) Ty O ©)

e (v :si vous avez un 4 je vous donne un
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Déduction naturelle : un exemple abstrait

Nous avons déja donné un exemple intuitif (neige, verglas, etc).

Pour mieux apprécier que la déduction est un processus entierement
mécanique et que nous ne pouvons pas utiliser notre intuition
sémantique comme bon nous semble, il est utile de présenter un exemple
abstrait, sans aucune intuition.

o Langage L ={V,% & ¢}

e Systeme déductif donné par les régles :
r-e r-e (& THa r,ery
rre @ P T 00 e O

e (v :si vous avez un 4 je vous donne un
e 7 :sivous avez un % et un @ je vous donne un ¥
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Déduction naturelle : un exemple abstrait

Nous avons déja donné un exemple intuitif (neige, verglas, etc).

Pour mieux apprécier que la déduction est un processus entierement
mécanique et que nous ne pouvons pas utiliser notre intuition
sémantique comme bon nous semble, il est utile de présenter un exemple
abstrait, sans aucune intuition.

e Langage L ={V,% 4 ¢}

e Systeme déductif donné par les régles :
r-e r-e T-& & r,e-9v
rre @ P T 00 e O

e (v :si vous avez un 4 je vous donne un
e 7 :sivous avez un % et un @ je vous donne un ¥
e ) : si vous savez obtenir un ¥ a partir d'un 4, je vous donne un ¥
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Preuve de

La preuve :
N ; [, A
Les regles : P (Ax)
r-e r-¢ . T-& T-a T,¢-9
re s BTy Ty ©
Ax

34



Les regles :
e  CEe ke rre r, ey
r-o& e Y r-e r-e
Ax
On applique a.

)

¢
>

Preuve de

La preuve :
(Ax)
()
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Preuve de

La preuve :
¢ : A A
Les regles : OI—O(X) OI—O(X)
rEe o [E¢ grbe rre TPV . 0F& () -4 Q
[ P r-ev "Tre
Ax
On applique a.

De la méme facon avec f.
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Preuve de

Les regles :
e (”>FFO (,,j)rﬂx- rHe T, 69
r-& r-e " r-e r-w
Ax
On applique a.

De la méme facon avec f.

On applique 7.

(9)

La preuve :
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Preuve de

La preuve :
: : — (A A
Les regles : OI—O(X) OI—O(X)
e  CEe ke rre F-‘F'(S) H—Q(a) LA (8)
rFre “YrraV rre "TTre (7)
0!—'(5)
= 4
Ax
On applique a.

De la méme facon avec f.
On applique 7.

On applique 6. Notez que I'hypothése 4 a disparu. On appelle une telle
dérivation (sans hypothéses) une preuve.
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Une dérivation avec hypotheses

La dérivation :

Autre systeme de regles (sans §!) :

e FTE& e r,ery

rre Oy Oy ©

Sauriez-vous obtenir un ¥ avec

seulement des &7

35



Une dérivation avec hypotheses

Autre systeme de regles (sans §!) :

FFO(“)I')-!- r-s eto
T ree r-e
Par axiome.

(9)

a0l e

La dérivation :

(Ax)

Sauriez-vous obtenir un ¥ avec
seulement des &7

35



Une dérivation avec hypotheses

La dérivation :

— (AX)
L XX Aok 2 (@)
\ \ , 'Y
Autre systeme de regles (sans §!) :
r-e r-& & r,e-v
rre Oy Oy ©
Sauriez-vous obtenir un ¥ avec
seulement des &7
Par axiome.
On applique a.
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Une dérivation avec hypotheses

La dérivation :

(A
aere ™

27T @) —— (A
aera @ Sera ™

Autre systeme de regles (sans §!) :

r-e (“)H & o [ eFV )
S ree VTre
Sauriez-vous obtenir un ¥ avec
seulement des &7
Par axiome.
On applique a.
Par axiome.
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Une dérivation avec hypotheses

La dérivation :

— 5 (Ax)
L XX Aok 2
(@) T/ (AX)
Aut " de ragles ( 31) L X ASK Ao )
m r ns B1):
utre systeme de régles (sans Py ~
r-e r-& & r,e-v
rre Oy Oy ©
Sauriez-vous obtenir un ¥ avec
seulement des &7
Par axiome.
On applique a.
Par axiome.
On applique 7.
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Une dérivation avec hypotheses

La dérivation :
— (AX)
L XX Aok 2
o a (@) T (AX)
R R ) L X A J Ao
Autre systeme de regles (sans §!) : v)
ALY
r-e TF& T-a [ebY L I 4 (9)
e () Try Ny ©)
Sauriez-vous obtenir un ¥ avec
seulement des &7
Par axiome.
On applique a.
Par axiome.
On applique 7.

On applique 6. Notez que I'hypothése 4 a disparu. Nous avons une

dérivation de ¥ a partir de 4. 35



Regles d’inférence

Définition (régle)

Une
Jbooogm
J
est composée de :
e 0, 1 ou plusieurs antécédents : J*, ..., J™

e un seul conséquent : J

Lecture informelle :
“Si tous les antécédents sont prouvables, alors aussi le conséquent”
Chaque J et J' a la forme d'un {Hi,...,H,} F C

Souvent, I'ensemble d'hypotheéses est abrégé par I

e On écrit ', A pour T U {A}

e On écrit - A pour {} F A %



Preuve en déduction naturelle

Cas de la logique minimale
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Logique minimale

Afin de se concentrer sur les concepts de la preuve en déduction
naturelle, on va considérer une logique simplissime : la logique minimale.

Elle est constituée d'un seul opérateur : I'implication —.

La logique propositionnelle et la logique des prédicats peuvent &tre vues
comme des extensions de la logique minimale.
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Syntaxe de la logique minimale

Définition (formules de la logique minimale) :
Soient PROP un ensemble de variables propositionnelles. L'ensemble
Lmin des formules de la logique minimale est le plus petit ensemble qui

satisfait les conditions suivantes :

1. Variable prop. : pour tout p € PROP, p € Lin

2. Implication : si A, B € Ly, alors (A — B) € Luyin
Exemple : soit PROP = {p, q}, ces formules appartiennent a L,

e ((p—9q) —p)
* (p—p)
°p
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Convention syntaxique

On pourra enlever des parentheses inutiles en considérant que I'opérateur
— est associatif a droite.

Exemple -
(p—(q@—r) =p—q—r

par contre,
(p—q)—r)#Fp—q—r
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Sémantique de la logique minimale

(les définitions ci-dessous sont similaires 3 celles étudiées en "Logique 1”)

Définitions (sémantique de la logique minimale)
e Une est une fonction v : PROP — {0,1}.

o A partir d'une valuation v, son extension sur L, (c'est-a-dire,
Vv Lmin — {0,1}), est définie ainsi :
e (Variable : v(p) = v(p) “la valeur de la formule p correspond a la
valeur de la variable p”)
e Implication : v(A — B) = max(1 — v(A), v(B))

e Une valuation v est un d'une formule Asi v(A) =1

e {Hi,...,H,} = C ssi tout modéle commun a Hi, ..., H, est aussi un
modele de C
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Preuve en logique minimale

Probléeme considéré :
On cherche a établir a partir d'un ensemble I' d’hypothéses la conclusion
C,notél'=C, ou:

e [ ={Hy,...,H,} et pour tout i, H; est une formule de L, ;

o ( est une formule de L,j,.

... a I'aide d'un calcul défini par des regles d'inférence.

Les étapes de calcul permettant d'établir le séquent I = C sont appelées
une dérivation. Si I est vide, on parle alors de preuve.
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Regles d’inférences pour la dérivation en logique minimale

On s'est déja donné une premiére regle :

AeTl
Mr=A

(Ax)

On va maintenant définir 2 regles supplémentaires...
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Elimination de I'implication : le Modus Ponens

rN-A—=~B Mr=A
=B

Cette regle se lit :

Si on peut dériver les séquents T A — BetlH A
alors on peut dériver le séquent ' - B.

Elle est appelée Modus Ponens ou régle d'élimination de I'implication.

a4



Utilisation correcte d’une regle

rN-A—=B Mr=A
M-8

(E—)

e A et B sont des méta-variables

e Attention! I'application d'une regle requiert que chaque occurrence
d'une méta-variable corresponde a la méme formule ou contexte.

Exemple :
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Utilisation correcte d’une regle

rN-A—=B Mr=A
M-8

e A et B sont des méta-variables

e Attention! I'application d'une regle requiert que chaque occurrence
d'une méta-variable corresponde a la méme formule ou contexte.

Exemple :

p—qr—pktp—q rr—ptp

p—rqr—ptgq

.. n'est pas une instance de (E —).
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Utilisation correcte d’une regle

rN-A—=B Mr=A
M-8

e A et B sont des méta-variables

e Attention! I'application d'une regle requiert que chaque occurrence
d'une méta-variable corresponde a la méme formule ou contexte.

Exemple :

p—qr—pkp—qg p—rqr—phkr

p—rqr—ptgq

.. n'est pas une instance de (E —).
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Utilisation correcte d’une regle

rN-A—=B Mr=A
M-8

e A et B sont des méta-variables

e Attention! I'application d'une regle requiert que chaque occurrence
d'une méta-variable corresponde a la méme formule ou contexte.

Exemple :

p—qr—pkp—q p—qr—phkp

p—rqr—ptgq

... est une instance de (E —).
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On pose '={p — q,g — r,p}. On dérive (= on construit un arbre
de dérivation pour) Tk r:
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Introduction de I'implication

On ajoute la regle supplémentaire suivante :

rAFB

=== =)
-A—B

Cette regle formalise le mode de raisonnement naturel suivant :

Pour dériver A— B, on suppose d'abord A.
Sous cette hypothese, on dérive B.

Elle est appelée regle d'introduction de I'implication.
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Onpose '={p—>q,9g —>r}. On dérive Tp —> r:

48



Vocabulaire

Définitions
e Une est une suite d'applications de regles d'inférences.
e Un séquent est s'il existe une dérivation concluant par ce
séquent.
e Une regle est dite si elle fait apparaitre un connecteur

dans le conséquent.

e Une regle est dite si elle fait apparaitre un connecteur
dans un antécédent.

Remarque : ces définitions sont valables dans toute la déduction
naturelle, indépendamment de la logique considérée.
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Regle dérivée

e |l se peut qu'un enchainement de régles revienne souvent dans des
dérivations de séquents. On parle alors de stratégie de
preuve/dérivation.

e Une nouvelle reégle dite dérivée peut étre définie a partir des regles
existantes afin de modéliser cette stratégie.

e Une regle dérivée n'apporte rien d'un point de vue " prouvabilité”
mais elle permet de raccourcir les dérivations.

Exemple : la regle de coupure suivante...
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Regle de coupure

-6 MBEA
Mr=A

(cut)

o Cette regle correspond a la pratique dans laquelle un lemme
intermédiaire B est introduit pour prouver A.

o Cette regle est dérivée a partir des existantes de la fagon suivante :

rerA
w8 THB—A )
A —

e Difficulté d'utilisation : il faut trouver le bon B!
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Validité vs. prouvabilité

On a vu 2 notions différentes de vérité pour un séquent :
e une Vvérité sémantique : I' = C
e une Vérité syntaxique : ' = C

~~ Question : peut-on les comparer?

Théoreme de correction

Les regles de déduction de la logique minimale ne permettent de dériver
que des séquents valides : si '+ C alors [ = C.

Preuve : la preuve du théoréme se fait par induction sur la structure de
I"arbre de dérivation associé au séquent O
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Induction sur la structure d’un arbre

L'ensemble des arbres de dérivation est effectivement un ensemble défini
par induction :

e Pour toute séquence finie de formules I et pour tout A€ I,
— (Ax
r=A (A

est un arbre de dérivation.
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Induction sur la structure d’un arbre

L'ensemble des arbres de dérivation est effectivement un ensemble défini
par induction :

e Pour toute séquence finie de formules I et pour tout A€ I,

rra

est un arbre de dérivation.
e Si
NAFB

est un arbre de dérivation, alors

rLAF B

e )
rFA—B

est un arbre de dérivation.
o ... (regle (E —) : exercice) 53



Preuve de correction (1)

e Soit une dérivation obtenue par la regle d’axiome (Ax) :

Ael
r-A

(Ax)

Par construction, la proposition A appartient au contexte I'. Donc,
toute valuation v qui satisfait les formules dans I satisfait A, et
donc I E A.

54



Preuve de correction (2)

e Soit une dérivation se terminant par une regle d'élimination
(E—):

rTFA—B TFA
r-B

(E—)

Hypothese d'induction : on suppose [ = A — B et E A
On doit montrer : ' |= B.

Soit v une valuation qui rend vraies toutes les formules dans I'. Par
hypothése d'induction, on a v(A) =1 et v(A — B) = 1. Par
conséquent, on a v(B) =1etl | B.
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Preuve de correction (3)

e Soit une dérivation obtenue par la regle d'introduction (I —) :

rA-B

_ATE
rra gl )

Hypothése d'induction : on suppose I', A |= B.

On doit montrer : [ = A — B.

Soit v une valuation satisfaisant toutes les formules dans I'. Deux
cas sont possibles :

e Si v(A) =1 alors v satisfait toutes les formules dans I' ainsi que A et
par conséquent par |'hypothese d'induction, v(B) = 1. D'ou
v(A— B) =1.

e Siv(A)=0alors v(A— B) =1.

Dans les deux cas, v(A— B)=1etdoncl = A — B. O
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Regle admissible

Des regles admissibles sont des regles que I'on peut rajouter au systéme
de la déduction naturelle en préservant la correction, et qui ne sont
pourtant pas dérivables.
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Regle admissible

Des regles admissibles sont des regles que I'on peut rajouter au systéme
de la déduction naturelle en préservant la correction, et qui ne sont
pourtant pas dérivables.

Exemple : affaiblissement :

-8B

— — (Aff
F,AFB( )

On peut prouver par induction que toute dérivation qui utilise
I"affaiblissement peut &tre traduit en une dérivation qui ne |'utilise pas.

57



Validité vs. prouvabilité

On a vu 2 notions différentes de vérité pour un séquent :

e une Vvérité sémantique : I = C

e une vérité syntaxique : I - C

~» Question : peut-on les comparer?

Théoréeme
Il existe au moins un séquent valide non-dérivable dans le calcul défini
pour la logique minimale.

Preuve : (partielle) considérez la formule de Peirce :
((p—4q)—p)—p

c'est une tautologie mais : F ((p — g) — p) — p n'a pas de preuve
dans le calcul précédent... O
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Preuve en déduction naturelle

Cas de la logique propositionnelle
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Cas de la logique propositionnelle

Maintenant, on considére la logique propositionnelle au lieu de la logique
minimale.

Les concepts liés a la déduction naturelle introduits dans la section
précédente sont conservés :

e séquent I, séquent prouvable;
e regle d'inférence, regle dérivée;

e arbre de dérivation, dérivation, preuve, ...

On conserve aussi les 3 regles vues :

AeT [FA—B TFHA rAFB
(Ax) (E—) ————
M- A r-B r-A— B

(I —)

... et on va ajouter des regles d'élimination et d’introduction pour L et
les connecteurs —, A et V.
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Regles pour A

e Regles d'élimination :
rN-FAANB rEAANB
— (ENA -
Mr=A -8B
e Regle d'introduction :

Mr=A -8B
r'-AAB
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Regles pour —

e Regles d'élimination :

M--A TFHA
ML

(E-)

e Regle d'introduction :
MAE L

Troa ()

Remarque : ce sont des cas spéciaux des regles pour —» en considérant
que —A n'est qu'une abbréviation pour A — L.

Exercice

Montrer : F=(pAq) — —(g A p)
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Regles pour |

e Regle d'élimination :
r=1

M=A (EL)

e Regle d'introduction? Il n'y en a pas!

Remarque : (E_L) est aussi appelée ex falso quod libet ou encore ex
contradictione sequitur quod libet ou encore Principe de Pseudo Scotus
(logicien médiéval).

Exercice

Montrer : F=(p — q) — —p—> r
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Regles pour V

e Reégle d'élimination :

rFAVB T,AFC T,BFC

v
M=C (EY)
e Regle d'introduction :
M=A B
— (IVv — (IV
reave V) ey UV

Remarque : (EV) correspond a une distinction de cas.
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Retour sur I’exemple introductif

SoitF={n—f,v—f nVv,e— ~f}, I"=TU{e}

Arbres de dérivation :

Soit [Al] =
A
r/7"}_"_’f( ) r,n (Ax) r/,v)—v—>f(A) r, v (4x)
’ (AX) ’ (E 4)) 7 (E 4’)
MNenvv Mnkf r vef
7 (E\/)
ref
Alors :
(AX) (Ax)
MNk-e— —f ke
(E—)
I+ —f [A1]
ML (E7)
(I=)
[+ —e
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Logique intuitionniste vs. classique : validité vs. prouvabilité

Les regles ajoutées pour A, —, —, L, et V caractérisent la logique
(propositionnelle) dite intuitionniste.

Théoreme de correction

Les regles de déduction de la logique intuitionniste ne permettent de
prouver que des séquents valides : si ' C alors ' = C.
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Logique intuitionniste vs. classique : validité vs. prouvabilité

Théoréeme
Il existe au moins un séquent valide non-prouvable dans le calcul défini
pour la logique intuitionniste.

Preuve : (partielle) considérez la formule :

=(pAq) = -pV—q

c'est une tautologie mais : F—=(p A g) — —pV —qg n'a pas de preuve
dans le calcul précédent. O
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Regle du ” um non datur”

e Pour avoir un calcul complet, il faut étudier la logique classique et
ajouter la régle du " Tertium non datur” (tiers-exclu).

——  (TND) ]
r-Av-A (tertium non datur)

e Dans la littérature, on trouve aussi deux autres formulations de cette
regle qui sont équivalentes mais ce point ne sera pas discuté dans ce
cours.
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Validité vs. prouvabilité

On obtient alors un calcul correct et complet :

Théoréeme de correction
Les regles de déduction de la logique classique ne permettent de
prouver que des séquents valides de Ly, : si [ C alors I = C.

Théoréeme de complétude
Tout séquent valide est prouvable dans le calcul défini grace aux regles
de la logique classique de Lyp @ si [ |= C alors T C.
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Exemple du raisonnement classique

Jocaste est la mere d'(Edipe.

Jocaste et (Edipe sont les parents de Polynice.

Polynice est le pere de Thersandre.
e (Edipe est un parricide

e Thersandre n'est pas un parricide.
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Exemple du raisonnement classique (2)

Jocaste
\4

Edipe (parr.) |
Y

Polynice |

Y
| Thersandre (= parr.) |

Est-ce que Jocaste a un fils qui est un parricide qui lui-méme a un fils qui
n'est pas un parricide ?
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Exemple du raisonnement classique (2)

Jocaste
\4

Edipe (parr.) |
Y

Polynice ( parr.) |
Y

| Thersandre (= parr.) |

Est-ce que Jocaste a un fils qui est un parricide qui lui-méme a un fils qui
n'est pas un parricide ?

Cas 1 : Si Polynice  est un parricide, alors Jocaste a un fils
(Polynice) qui est un parricide et qui lui-méme a un fils (Thersandre)
qui n'est pas un parricide.
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Exemple du raisonnement classique (2)

Jocaste
\4

Edipe (parr.) |
Y

Polynice (= parr.) |
Y

| Thersandre (= parr.) |

Est-ce que Jocaste a un fils qui est un parricide qui lui-méme a un fils qui
n'est pas un parricide ?

Cas 2 : Si Polynice n" est pas un parricide, alors Jocaste a un fils
(Edipe)  qui est un parricide et qui lui-méme a un fils (Polynice)
qui n'est pas un parricide.
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Preuve de —~(p A q) — —pV —q

Hrp ) g W
(Ax) 22 =2 ()
Mok =(pAq) FZFpAq(E)
M,p,gk L
(1=) —— (A%)
(TND) M,pk —q (IV2) _Tuopk e (Iv1)
MbEpV-p lF,pt-pV—q g l,=-pk-pV-q (E\/l)
M +-pV-qg
(I —)
F=(pAg)—-pV—q
avec :

el =—(pNq)
e =-(pAq),p,q
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Stratégies de preuve

Remarque

Le calcul finalement obtenu est suffisamment expressif pour modéliser
des bien connues.

e Une regle correspondant au raisonnement par I'absurde :

M-AF L
M- A
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Stratégies de preuve

Remarque

Le calcul finalement obtenu est suffisamment expressif pour modéliser
des bien connues.

e Une regle correspondant au raisonnement par I'absurde :
r-ArF L
r-=A

... peut étre dérivée des regles présentées précédemment :

M-Ak L
————— (TND) ——— (Ax) " (EL)
MFAvV-A rAFA M-AkA
(EV)
r-A
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Stratégies de preuve

e Une regle correspondant au raisonnement par contraposition :

M--Q — —P
N=pP—aQ
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Stratégies de preuve

e Une regle correspondant au raisonnement par contraposition :

M--Q — —P
N=pP—aQ

... peut étre dérivée des regles présentées précédemment :

TF2Q@ = 2P (Ax)
M- -Q— —P P
— (A% : (E =)
P P
ML (E=)
rrrav-e UM Frare W FP-QFQ (EL)
NPEQ ; (\/)
rrpoo U7

avec ' =T,P,=Q.

74



Stratégies de preuve

Exercice
Sur la diapo 14, une stratégie de preuve correspondant a la regle
suivante a été utilisée :
BEA M -BEA
Fr=A

Montrez que cette regle peut étre dérivée a partir du calcul de la
déduction naturelle pour la logique des propositions.
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Preuve en déduction naturelle

Cas de la logique des prédicats
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Rappel : Syntaxe de la logique des prédicats - Termes et for-

=S

Dans la logique propositionnelle, les expressions syntaxiques sont des
formules pouvant étre vraies ou fausses
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Rappel : Syntaxe de la logique des prédicats - Termes et for-

=S

Dans la logique propositionnelle, les expressions syntaxiques sont des
formules pouvant étre vraies ou fausses

Dans la logique des prédicats, nous avons deux catégories syntaxiques :
les termes et les formules. Un terme représente un individu.
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Rappel : Syntaxe de la logique des prédicats - Termes

Définition (termes)
Soient :

e VAR un ensemble de variables d’'individus,

e FON, un ensemble des fonctions n-aires.

L'ensemble TERM des est défini par induction comme le plus
petit ensemble qui satisfait :

1. Variable : si x € VAR, alors x € TERM

2. Application de fonction : si t; € TERM, ... t, € TERM et
f € FON,, alors f(t1,...,t,) € TERM

On appelle des éléments de FONy des constantes.
Souvent, on écrit ¢ au lieu de ¢().

Exemples : Soient f € FON,, x,y € VAR, g € FONy, m € FON,

e f(x,m) € TERM
o f(x g(f(y,m))) € TERM 78



Rappel : Syntaxe de la logique des prédicats - Formules

Définition (formules)
Soit PRED, un ensemble des prédicats n-aires, |I'ensemble L,y des
est défini par induction comme le plus petit ensemble qui
satisfait :
1. Application de prédicat : si t; € TERM, ... t, € TERM et
P € PRED,, alors P(t1,...,t:) € Lpred
2. Constante “faux” : L € Lypqg
3. Négation : Si A € L,.q, alors (—A) € Lpreq
4. Connecteurs binaires : Si A € Ljeq €t B € Lpreq,
alors (AA B) € Lpred, (AV B) € Lpred, (A — B) € Lpred
5. Quantificateur universel (“pour tout”) : Si A € L,.q et x € VAR,
alors (Vx.A) € Lpred
6. Quantificateur existentiel (il existe”) : Si A € Lyreq et x € VAR,
alors (3x.A) € Lpred

Remarque : Lyeq dépend de TERM, mais pas inversement. 79



Logique sortée

Remarque importante, source de confusion avec I'UE Algo.-Prog

e Dans I'UE Algo.-Prog., vous écrivez des spécifications comme :
VI € Etu. YeuxBleus([)
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Logique sortée

Remarque importante, source de confusion avec I'UE Algo.-Prog

e Dans I'UE Algo.-Prog., vous écrivez des spécifications comme :
VI € Etu. YeuxBleus([)

e Dans les UEs Logique 1 et 2, on écrit plutdt :
V1. Etudiant(l) — YeuxBleus(I)
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Logique sortée

Remarque importante, source de confusion avec I'UE Algo.-Prog

e Dans I'UE Algo.-Prog., vous écrivez des spécifications comme :
VI € Etu. YeuxBleus([)

e Dans les UEs Logique 1 et 2, on écrit plutdt :
V1. Etudiant(l) — YeuxBleus(!)
e Ce sont deux approches syntaxiquement différentes :

e La premiére considére plusieurs univers séparés (en nombre fini) pour
les objets (Etu, Prof, nat, bool, etc) ~ logique sortée

e La seconde considére un univers unique dans lequel on utilise des
prédicats "ensembles” pour typer les objets
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Rappel : Convention pour écrire les formules de L.y

e La formule Vx.A A B se lit-elle :
e (Vx.A)A B, ou
o Vx.(AAB)?
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Rappel : Convention pour écrire les formules de L.y

e La formule Vx.A A B se lit-elle :
e (Vx.A)A B, ou
o Vx.(AAB)?

e Convention : le quantificateur porte sur la plus grande formule
possible a partir du point aprés I'occurrence liante de la variable

derriére le quantificateur
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Rappel : Convention pour écrire les formules de L.y

La formule Vx.A A B se lit-elle :
e (Vx.A)A B, ou
o Vx.(AAB)?

Convention : le quantificateur porte sur la plus grande formule
possible a partir du point aprés I'occurrence liante de la variable
derriére le quantificateur

Dans I'exemple, ¢a donne Vx.(A A B)

Exemples supplémentaires :
e ((Vx.A) — (Vy.B)) ~ (Vx.A) — Vy.B
o (Vx.(A— (Vy.B))) ~ Vx.A— Vy.B
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Rappel : Variables libres et variables liées

e Toute occurrence d'une variable dans une formule est liée ou libre ou
liante. Considérons la formule suivante :
(Q(x) V Ix.Vy. P(f(x),z) A Q(y)) VVx. R(x, z,g(x))
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Rappel : Variables libres et variables liées

e Toute occurrence d'une variable dans une formule est liée ou libre ou
liante. Considérons la formule suivante :
(Q(x) V Ix.Vy. P(f(x),z) A Q(y)) V Vx. R(x, z, g(x))
Voici ses variables liées,
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Rappel : Variables libres et variables liées

e Toute occurrence d'une variable dans une formule est liée ou libre ou
liante. Considérons la formule suivante :
(Q(x) V Ix.Vy. P(f(x),z) A Q(y)) V Vx. R(x, z, g(x))
Voici ses variables liées, libres,
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Rappel : Variables libres et variables liées

e Toute occurrence d'une variable dans une formule est liée ou libre ou
liante. Considérons la formule suivante :
(Q(x) V Ix.Vy. P(f(x),z) A Q(y)) V Vx. R(x, z, g(x))
Voici ses variables liées, libres, et liantes.
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Rappel : Variables libres et variables liées

e Toute occurrence d'une variable dans une formule est liée ou libre ou
liante. Considérons la formule suivante :
(Q(x) V Ix.Vy. P(f(x),z) A Q(y)) V Vx. R(x, z, g(x))
Voici ses variables liées, libres, et liantes.

e Une formule sans occurrences libres de variables est close.
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Rappel : Variables libres et variables liées

e Toute occurrence d'une variable dans une formule est liée ou libre ou
liante. Considérons la formule suivante :
(Q(x) V Ix.Vy. P(f(x),z) A Q(y)) V Vx. R(x, z, g(x))
Voici ses variables liées, libres, et liantes.

e Une formule sans occurrences libres de variables est close.

e On note fv(F) pour les variables libres dans la formule F.
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Substitutions (1)

On définit la fonction récursive de substitution d'une variable x par un terme s :

Définition (substitution)

e Substitution dans un terme :
t[s/x], ol x est une variable et t et s sont des termes :

Variable : x[s/x] = s et y[s/x] = y pour y # x
Application de fonction :

F(ts, ..., ta)[s/x] = F(ts[s/x], ..., ta[s/x])

e Substitution dans une formule :
F[s/x], ol x est une variable, s est un terme et F une formule :

Application de prédicat :

P(t1, ..., ta)[s/x] = P(t[s/x], ..., ta[s/x])

Constante : L[s/x] = L

Négation : (—A)[s/x] = (—A[s/x])

Conjonction : (A A B)[s/x] = (A[s/x] A B[s/x])

Disjonction : (AV B)[s/x] = (A[s/x] V B[s/x])

Implication : (A — B)[s/x] = (A[s/x] — B[s/x])

... (3 suivre) 83



Substitutions (2)

On définit la fonction récursive de substitution d'une variable x par un terme s :
Définition (substitution)
e Substitution dans une formule :

e ... (suite)
o Quantificateur universel :
1. (Vx.A)[s/x] = (Vx.A)
2. (Vy-A)ls/x] = (Vy-(Als/x])) si y ¢ fv(s)
3. (Vy.A)ls/x] = (Vy'.(Aly’/ylls/x])) si y € fv(s), ob y’ est une
variable “fraiche” (c.-a-d. y’ & fv(s),y’ & fv(A))

e Quantificateur existentiel : en analogie avec V

Veuillez noter que les parenthéses écrites en rouge ci-dessus ne font pas
officiellement partie de la formule (Vy.A)[s/x] mais ne servent que pour
délimiter I'appel récursive a la fonction de substitution.
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Substitutions (3)

Le renommage dans le troisieme cas pour les quantificateurs assure
qu’une substitution soit saine : la variable quantifiée y differe des

variables de s.

Autrement on aurait (Vy.R(y, x))[f(y)/x] = (Vy.R(y,f(y))), donc
I'occurrence libre dans f(y) serait capturée par accident.

Exercices
Calculer les substitutions suivantes :

o (Vx.3y.R(x,y) A P(2))[f(v)/z]
o (Vx.dy.R(x,y) A P(2))[f(x)/z]
o (Vx.3y.R(x,y) A P(2))[f(v)/x]
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Déduction Naturelle pour L,y

C'est une extension de la déduction naturelle pour L, :

o Les regles pour L, restent en vigueur

e Nouvelles regles pour les quantificateurs : (IV), (EY), (/3), (E3)

e Construction d'un arbre de dérivation, ... comme pour L,
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Déduction Naturelle pour L,y

C'est une extension de la déduction naturelle pour L, :

o Les regles pour L, restent en vigueur

e Nouvelles regles pour les quantificateurs : (IV), (EY), (/3), (E3)

e Construction d'un arbre de dérivation, ... comme pour L,
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Regle d’élimination (EY)

- Vx.A
I Als/x]

Lecture informelle :
A est vrai pour tout x. Donc, il est vrai en particulier pour un s (que je
peux choisir).
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Regle d’introduction (/V) (1)

Mr=A

— (IV
I_}—VX.A( )

Condition :
x ¢ fv(I) afin de ne pas découpler les variables qui se réferent au méme
objet.

Lecture informelle :
Si A est vrai pour n'importe quel x, alors aussi Vx.A est vrai.
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Regle d’introduction (/V) (2)

Exemple d'une preuve incorrecte car ne respectant pas la condition
d’application de (V) :

(Ax)
I'p E P(x)
(Ax) — (V)
I Vx.P(x)V Q(x) I'p F Vx.P(x) )
EY) (Ivi) (IVv2)
I P(x)V Q(x) e - (Vx.P(x)) V Vx.Q(x) Mok
(EV)

IE (Vx.P(x)) V Vx.Q(x)

ou I =Vx.P(x)V Q(x) et T'p =Vx.P(x) V Q(x), P(x) et
Mo = Vx.P(x) V Q(x), Q(x).
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Regle d’introduction (/3)

M= Als/x]
M= 3x.A

Lecture informelle :
A est vrai pour un s. Donc, il existe un x pour lequel A est vrai.
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Regle d’élimination (£3) (1)

N-3x.A TLAEC
Nr=¢

(E3)

Condition :
x ¢ fv(MN) U fv(C).

Lecture informelle :
Pour montrer C, sachant que 3x.A, il suffit de postuler A pour un x
dont on ne connait pas I'identité exacte et de montrer C.
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Regle d’élimination (E£3) (2)

Exemple :

kP 4
2 P(x) A Q(x) (EA)
M - P(x)
(Ax) (13)
M F3x.P(x) A Q(x) M1, P(x) A Q(x) F Ix.P(x) (E3)
Ix.P(x) A Q(x) F Ix.P(x)
F (3x.P(x) A Q(x)) — Ix.P(x)

—)

avec

e [ = 3Ix.P(x) A Q(x)
L] F2 = Fl, P(X) N Q(X)
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Regle d’élimination (E£3) (3)

Exemple d'une preuve incorrecte car ne respectant pas la condition
d’application de (E3) :
Ix.P(x) F 3Ix.P(x) 3Ix.P(x), P(x) F P(x)
Ix.P(x) F P(x)
Ix.P(x) F Vx.P(x)
F (3x.P(x)) — Vx.P(x)

(E3)

I —)

Remarques :
e L'application de (/V) est correcte : x n'apparait pas libre dans
I'hypothese
e L’application de (E3J) est incorrecte : x apparait libre dans la

conclusion
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Validité vs. prouvabilité

Le calcul ainsi défini pour Lpeq en logique classique est correct et

complet :

Théoreme de correction
Les regles de déduction de la logique classique ne permettent de
prouver que des séquents valides de Lpeq : si [+ C alors I = C.

Théoreme de complétude
Tout séquent valide est prouvable dans le calcul défini grace aux regles
de la logique classique de Lyeq @ si I = C alors '+ C.

94



Fin de cette partie : qu’est-ce qui est exigible a I'examen ?

Check-list des attendus a I'examen :

O

O

O O

Savoir utiliser le calcul de la logique minimale pour faire une preuve
en déduction naturelle

Savoir utiliser le calcul de la logique des propositions pour faire une
preuve en déduction naturelle

Savoir utiliser le calcul de la logique des prédicats pour faire une
preuve en déduction naturelle

Connatftre la différence entre logique intuitionniste et logique
classique

Savoir lire et interpréter une régle d'inférence quelconque
Savoir construire des regles dérivées

Le cours doit étre relu et compris
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Preuve d’égalité de termes par
unification




But de l'unification : prouver I'égalité de termes

Probléme :

e Etant donnés deux termes t;, to.
. ?
e Un probleme d'unification a la forme t; = t,.

e Le but de I'unification est de trouver une substitution o telle que ty,
t> deviennent égaux, c.-a-d., o(t1) = o(t).
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But de l'unification : prouver I'égalité de termes

Probléme :

e Etant donnés deux termes t;, to.
. ?
e Un probleme d'unification a la forme t; = t,.

e Le but de I'unification est de trouver une substitution o telle que ty,
t> deviennent égaux, c.-a-d., o(t1) = o(t).

A préciser :
e notion de terme
e notion d'égalité

e notion de substitution
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Motivation : application de I'unification (1)

Preuves : unifier hypotheéses et conclusion

e Question typique : dans le calcul des séquents, est-ce que la
conclusion est une conséquence des hypothéeses ?
Exemple :

P(a), P(f(a)) - P(f(?))
P(a), P(f(a)) F 3x.P(f(x))

(19)
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Motivation : application de I'unification (1)

Preuves : unifier hypotheéses et conclusion

e Question typique : dans le calcul des séquents, est-ce que la
conclusion est une conséquence des hypothéeses ?
Exemple :

P(a), P(f(a)) - P(f(?))
P(a), P(f(a)) F 3x.P(f(x))

(19)

e ... se réduit aux problemes d'unification suivants :
o P(a) = P(f(x))  ~ échec
e P(f(a)) < P(f(x)) ~ unificateur [x + 2]
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Motivation : applications de I'unification

Langages de programmation : Inférence de types

e Question typique :
Est-ce que la fonction List.rev : ’a list -> ’a list
est applicable a  [2; 3] : int list?
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Motivation : applications de I'unification

Langages de programmation : Inférence de types

e Question typique :
Est-ce que la fonction List.rev : ’a list -> ’a list
est applicable a  [2; 3] : int list?

e ... se réduit au probleme d’unification ’a 1list = int list
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Motivation : applications de I'unification

Langages de programmation : Inférence de types

e Question typique :

Est-ce que la fonction List.rev :

’a list —>
est applicable a  [2; 3]

int list?

’a list

e ... se réduit au probleme d’unification ’a list

int list

e Réponse : I'unificateur suivant existe [’a + int]

...etdonc: List.rev [2; 3] int list
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Motivation : applications de I'unification

Langages de programmation : Inférence de types

e Question typique :

Est-ce que la fonction List.rev :

’a list —>
est applicable a  [2; 3]

int list?

’a list

e ... se réduit au probleme d’unification ’a list

int list

e Réponse : I'unificateur suivant existe [’a + int]
...etdonc: List.rev [2; 3] int list

e Remarque : ici,

e Termes = termes de types. Exemple : (int * bool), int list,

o Egalité = égalité structurelle
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Motivation : applications de I'unification

Langages de programmation : Filtrage

e Question typique : étant donné le code :

match Node(3, Leaf 1, Leaf 2) with
| Leaf x —> x
| Node (y, nd, Leaf 1f) -> 1f

Quelle valeur est renvoyée ?
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Motivation : applications de I'unification

Langages de programmation : Filtrage

e Question typique : étant donné le code :
match Node(3, Leaf 1, Leaf 2) with
| Leaf x -> x
| Node (y, nd, Leaf 1f) -> 1f

Quelle valeur est renvoyée ?

e ... se réduit aux problemes d'unification
Node(3, Leaf 1, Leaf 2)

e Leaf x
~~ échec
e Node(y,nd,Leaf 1f) ind&MﬁlL%fﬂ
~ unificateur [y < 3, nd < Leaf 1, 1f « 2]

e Réponse : la valeur renvoyée est 2.
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Unification syntaxique

e Important! On s'intéresse a savoir quelle substitution satisfait une
équation syntaxiquement.

e Exemples :

e x+2 <2+ x peut étre unifié syntaxiquement (avec 0 =[x < 2])
sans s'intéresser a d'éventuelles significations des symboles des
fonctions

e 3xx+2 ) + x ne peut pas étre unifié syntaxiquement mais il y a
une solution sous l'interprétation habituelle de + et * (avec
o =[x+ 0])
~ cf. unification modulo théories non traitée dans ce cours

e Remarque : dans la suite, on préférera des symboles neutres :
? ?
p(x,2) = p(2,x) et p(m(3,x),2) = p(2,x)
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Rappel : termes

Définition (terme) :
Soit

e VAR un ensemble de variables

e FON, un ensemble des fonctions n-aires

L'ensemble TERM des est défini par induction comme le plus
petit ensemble qui satisfait :

1. Variable : si x € VAR, alors x €¢ TERM

2. Application de fonction :si t; € TERM, ... t, € TERM et
f € FON,, alors f(ty,...,t,) € TERM

Les éléments de FONy sont des constantes.
Exemples : 2, true, c, d, ...
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Substitution (1)

Définitions (substitution)

e Une o est une fonction qui associe un terme a chaque
variable, o : VAR — TERM.
Notation : o =[xy < t1; ... ; X, < t,] correspond a la fonction telle

que o(x;) = t; pour tout entier j avec 1 </ <n

e Une substitution o est a I'application de fonction de

maniére récursive :
o(f(tr,....,tn)) = f(o(tr),...,o(tn))

e La de substitutions correspond a la composition usuelle
de fonctions : o’/ = 01 0 0 avec o’(x) = g1(02(x))
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Substitution (2)

Exemple : o(f(x,g(y))), ot 0 = [x + h(y); y < 42]

A noter! La substitution est paralléle, pas séquentielle :

a(f(x,g(v))) # f(h(42),g(42))
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Substitution (2)

Exemple : o(f(x,g(y))), ot 0 = [x + h(y); y < 42]

A noter! La substitution est paralléle, pas séquentielle :
a(f(x.g(y))) # f(h(42),g(42))

Dans la suite on ne considére que les substitutions idempotentes, pour
lesquelles cette distinction est sans objet.
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Substitution (3)

Définition (substitution plus générale)
La substitution o est plus générale que o’ s'il existe une substitution o;

avec ¢/ =o;00.

Exemple : 0 = [x < g(y)] est plus générale que
o' =[x+ g(5),z+ 3,y + 5]. lci, 0; =[y « 5,z + 3.

Par exemple : o’ (f(x,z)) = f(g(5),3)) = 0i(f(g(y), z) = oi(a(f(x, 2)))
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Définitions (unificateur)
e Un des termes ti, ty est une substitution o telle que

O'(tl) = O'(tg).

e On appelle I (most general unifier, )
de t; et tp I'unificateur qui est plus général que tout autre
unificateur de t; et to.

Exemple : Pour g(x, f(y)) L g(x, f(f(2)))

o le mgu est [y < f(2)]
e Des unificateurs moins généraux sont :

o [y« f(4);z+« 4], et
o [y« f(z),x+ 7]
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Variables libres d’un terme

Définition (variable libre d’un terme)
L’ensemble des d'un terme t, noté fv(t), est I'ensemble
des variables qui apparaissent dans t (c.-a-d., contrairement au cas des

formules, toutes les variables sont libres).

Exemples : soit VAR = {x,y, z},

o (f(x2(1) = [x v}
° fv(f(h(X,X)7C)) = {x}
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Algorithme d’unification (1)

e L’algorithme simplifie des paires (E, S), ou
e £ est un multi-ensemble d'équations a résoudre
e S est un ensemble de solutions
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Algorithme d’unification (1)

e L’algorithme simplifie des paires (E, S), ou
e £ est un multi-ensemble d'équations a résoudre
e S est un ensemble de solutions

e On applique des regles de simplification qui ont la forme
(E,S) = (E",S")
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Algorithme d’unification (1)

e L’algorithme simplifie des paires (E, S), ou
e £ est un multi-ensemble d'équations a résoudre
e S est un ensemble de solutions

e On applique des regles de simplification qui ont la forme
(E,S) = (E",S")

e Un ensemble de solutions S a la forme {x; = s1,...,x, = s5,} ou
e tous les x; sont différents,
e aucun des x; n'apparait dans I'un des s;.
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Algorithme d’unification (1)

e L’algorithme simplifie des paires (E, S), ou
e £ est un multi-ensemble d'équations a résoudre
e S est un ensemble de solutions

e On applique des regles de simplification qui ont la forme
(E,S) = (E",S")

e Un ensemble de solutions S a la forme {x; = s1,...,x, = s5,} ou
e tous les x; sont différents,
e aucun des x; n'apparait dans I'un des s;.

e |dée de I'algorithme : étant donnés ty, t, a unifier :

e L'algorithme simplifie ({t1 < t:},{}) a I'aide des regles de
simplification jusqu'a arriver a ({}, {x1 = s1,...,x, = sa}) ou alors on
termine avec un échec

e En cas de non-échec, on va démontrer que le mgu est
[x1 < s1,...,xn < sn] obtenu directement a partir du dernier S
calculé.

107



Algorithme d’unification (2)

Regles de simplification :

o Delete : ({t =t} UE,S) = (E,S)
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Algorithme d’unification (2)

Regles de simplification :

o Delete : ({t =t} UE,S) = (E,S)
o Decompose : ({f(s1,...,sp) = f(t1,....tn) Lt UE, S) =
({s1 < t1, .., 50 = t,} UE, S)

108



Algorithme d’unification (2)

Regles de simplification :

o Delete : ({t =t} UE,S) = (E,S)

e Decompose : ({f(s1, .-, Sn) < f(tr,....tn) JUE,S) =
({s1 < t1, .., 50 = t,} UE, S)

e Clash : ({f(s1,....5,) = &(t1, ... tm)} UE, S) => fail
si f et g sont des symboles de fonction différents

Remarque : fail = échec
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Algorithme d’unification (2)

Regles de simplification :

o Delete : ({t =t} UE,S) = (E,S)

e Decompose : ({f(s1, .-, Sn) < f(tr,....tn) JUE,S) =
({s1 < t1, .., 50 = t,} UE, S)

e Clash : ({f(s1,....5,) = &(t1, ... tm)} UE, S) => fail
si f et g sont des symboles de fonction différents

e Eliminate : ({x = t} UE,S) = (E[x < t]; S[x + ] U {x = t})
si t# x et x ¢ fu(t)

Remarque : fail = échec

Remarque : E[x < t] correspond a substituer la variable x par le terme t
dans tout terme apparaissant dans les équations de E (S[x < t] : idem). 108



Algorithme d’unification (2)

Regles de simplification :

o Delete : ({t =t} UE,S) = (E,S)
e Decompose : ({f(s1, .-, Sn) < f(tr,....tn) JUE,S) =
{ss = t1,...sn = t,} UE,S)
e Clash : ({f(s1,....5,) = &(t1, ... tm)} UE, S) => fail
si f et g sont des symboles de fonction différents
e Eliminate : ({x = t} UE,S) = (E[x < t]; S[x + ] U {x = t})
si t# x et x ¢ fu(t)
o Check : ({x £t} UE,S) = fail
si t # x et x € fv(t)

Remarque : fail = échec ; “check” vient de vérifier si x € fv(t)

Remarque : E[x < t] correspond a substituer la variable x par le terme t
dans tout terme apparaissant dans les équations de E (S[x < t] : idem). 108



Algorithme d’unification (2)

Regles de simplification :

o Delete : ({t =t} UE,S) = (E,S)

e Decompose : ({f(s1, .-, Sn) < f(tr,....tn) JUE,S) =
({1 = t1, .50 = t,} UE, S)

e Clash : ({f(s1,....5,) = &(t1, ... tm)} UE, S) => fail
si f et g sont des symboles de fonction différents

e Eliminate : ({x = t} UE,S) = (E[x < t]; S[x + ] U {x = t})
si t# x et x ¢ fu(t)

o Check : ({x £t} UE,S) = fail
si t # x et x € fv(t)

o Orient ({t = x}UE,S) = ({x = t}UE,S)
si t n'est pas une variable

Remarque : fail = échec ; “check” vient de vérifier si x € fv(t)

Remarque : E[x < t] correspond a substituer la variable x par le terme t
dans tout terme apparaissant dans les équations de E (S[x < t] : idem). 108



Algorithme d’unification (3)

Observations :

e la régle Orient permet de dériver des variantes symétriques aux
regles Eliminate et Check.

e Les regles sont (presque) mutuellement exclusives.

e Question : quelle régle faut-il modifier pour avoir une simplification
déterministe 7 Comment ?

e Question : pourquoi est-ce que ceci ne modifie pas le résultat de
["algorithme 7

e Conclusion : on peut appliquer les régles dans n'importe quel ordre.

109



Algorithme d’unification (4)

Exemple 1 :
D ({p(x,2) = p(2,x)}: {})
<.eco.:mfose ({xZ2, 2<x4{})
Eliminate (12 L 2} {x = 2})
Delete {}:{x=2})

Donc : 0 =[x + 2]
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Algorithme d’unification (5)

Exemple 2 :
D ({F(x,y) £ F(y.g())}: {})
%ccT:mfose ({x s v,y L g(x) 1 A{})
Ellglfte ({y;g(y)};{xzy})

heck .
Cheg! fail

Exercice

Quel est le mgu pour I'équation suivante? p(m(3, x),2) = p(2, x)
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Propriétés de I'algorithme d’unification

Questions a se poser : étant donnés deux termes ty, to :

e Correction : est-ce que |'algorithme est correct, c.-a-d. est-ce que
toute o qu'il fournit satisfait o(t;) = o(t2)?

e Complétude : est-ce que I'algorithme est complet, c.-a-d. est-ce qu'il
fournit un unificateur si t1, t, sont unifiables?

e Terminaison : est-ce que |'algorithme s'arréte quelle que soit
I"équation a résoudre ?

e Non-blocage : est-ce que I'algorithme termine ou bien avec fail, ou
bien avec un résultat de la forme ({},S)?
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Terminaison de I'algorithme

Théoreme de terminaison

Pour toute équation a résoudre, I'algorithme d'unification s'arréte.

Preuve :
Argument semi-formel : Aprés chaque application de regle
(E,S) = (E",S")

e le nombre de variables dans E’ est inférieur au nombre de variables
dans E, ou bien

e le nombre des variables dans E et E’ est égal, mais la taille des
termes décroit, ou bien

e le nombre des variables et la taille des termes restent égaux, mais le
. ? P
nombre d'équations t = x avec t ¢ VAR décroit.
Argument formel : Combinaison d'un ordre lexicographique et

multi-ensemble ~~ non traitée ici. O
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Non-blocage

Théoreme de non-blocage
Pour toute équation a résoudre, |'algorithme d’unification termine ou
bien avec fail, ou bien avec un résultat de la forme ({},S)

Preuve : (partielle) pour prouver la propriété de non-blocage, il faut
enlever I'une des regles de simplification et montrer alors qu'on peut
obtenir une situation de blocage.

Par exemple, sans la régle Delete, il est impossible de simplifier

({x =x},5) O
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Correction et Complétude (1)

Théoréme de correction et complétude

Pour deux termes t; et t, I'algorithme d'unification est

e correct

e complet : il calcule le mgu de t1, to

Preuve : par induction sur la longueur de la dérivation
(Eo, 50) — (E1,51) —— ... (E,,,S,,)

ou
(E0750) — (E1,51) — ... = fail
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Correction et Complétude (2)

Preuve (suite) :

... en utilisant le Lemme :

e Si(E,S) = (E',S'), alors I'ensemble des unificateurs de (E, S) est
égal a I'ensemble des unificateurs de (E’, S")

e Si (E,S) = fail, alors (E,S) n'a pas d'unificateur
... et en complétant la preuve en :

e précisant la notion d’ “ensemble des unificateurs de (E, S)"

e démontrant la propriété pour chaque regle 0
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Fin de cette partie : qu’est-ce qui est exigible a I'examen ?

Check-list des attendus a I'examen :

O Savoir utiliser I'algorithme d'unification pour décider de I'égalité de
termes donnés

[1 Le cours doit étre relu et compris
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Preuve d’insatisfiabilité par
résolution




Rappels : principe de résolution pour L,

e En "Logique 1", le principe de résolution a été étudié pour répondre
a la question suivante :

La formule F € Ly est-elle insatisfiable 7

e Le principe de résolution est une technique efficace pour y
répondre, contrairement a la construction de table de vérité

e || se décompose en plusieurs étapes :
1. mise en forme normale conjonctive de F;
2. passage a la forme clausale;
3. calculs de résolvantes de fagon itérative.

e Pour rappel :

e F valide & —F insatisfiable
e {Hi,--- ,H,} EC & (Hi A---Hy A —C) insatisfiable
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Principe de résolution pour [,y

e En "Logique 2", on va étudier le principe de résolution afin de
répondre a la question suivante :

La formule F € L,y est-elle insatisfiable 7
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Intuition sur la procédure : exemple 1

e Probléme : on veut montrer
Vx.P(x) — Q(x) F (Vx.P(x)) — Vx.Q(x) c'est-a-dire, montrer :
(Vx.P(x) — Q(x)) A (¥x.P(x)) A 3x.—Q(x) insatisfiable

e Solution :
e on introduit une constante fraiche a;
e clairement, (Vx.P(x) — Q(x)) A (Vx.P(x)) A 3x.=Q(x) est
insatisfiable si et seulement si la formule
(Vx.P(x) — Q(x)) A (Vx.P(x)) A =Q(a) I'est aussi;
e essayons de dériver une contradiction a partir de la formule

précédente :
1 VX P(X) — Q(X) w oo axiome
2 VX P (X)) o axiome
30 Q@) axiome
4. P(3) oo comme conséquence de 2
5. Q(a) cii comme conséquence de 1 et 4
6. L contradiction entre 3 et 5
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Intuition sur la procédure : exemple 2

e Probléeme : montrer
(Vx.P(x, f(x)) — Q(x)) A (Vx.Vy.P(f(x),f(y))) A Ix.—Q(f(x))
insatisfiable

e Solution :

e on introduit une constante fraiche a;
e essayons de dériver une contradiction a partir de la formule

précédente :
1. VX P(x, F(x)) — Q(X) «oeeii axiome
2. VxVy P(F(X), F(¥)) e axiome
30 AQ(F(@)) axiome
4. P(f(a),f(f(a))) «vovneaniiiiian comme conséquence de 2
5. Q(F(3)) wvvii comme conséquence de 1 et 4
6. L contradiction entre 3 et 5
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Intuition sur la procédure : les grandes étapes
F insatisfiable ?

!
|
U
Y
e B 0
Passage en forme universelle close
e Mise en forme prénexe

e Skolémisation

l

Passage en forme clausale

l

Recherche d'une dérivation

menant a la clause vide
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Intuition sur la procédure : les grandes étapes

Probleme

La formule F avec F € Lpeq est-elle insatisfiable ?

lere étape : on met F sous forme universelle close, c.-a-d. sous la forme :
Vxy. - VXp.0

ol ¢ est une formule sans quantificateur.
Cette transformation s'effectue en 2 temps :
1. Mise sous forme prénexe :

01x1.02%2. - - OpXn. ¢

ol 01, ,0n € {3,V} et ¢ ne contient pas de quantificateur.
2. Skolémisation : élimination des quantificateurs existentiels a I'aide
de nouveaux symboles de fonctions et de constantes (tous
différents).
Exemples : 3x.=Q(x) ~ —Q(a)
Vx.3y.P(x,y) ~ Vx.P(x, f(x))
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Intuition sur la procédure : les grandes étapes

2eéme étape : on passe la formule obtenue a I'étape précédente sous
forme clausale.

La mise en forme clausale s'effectue en plusieurs temps :

1. Etant donnée une formule sous forme universelle close :
Vxi. - VXp. 0

¢ est mise sous forme normale conjonctive ;

2. On utilise I'équivalence Vx.1) A ¢p' = (Vx.4b) A Vx.1)' pour obtenir
une conjonction de disjonctions universellement quantifiées ;

3. chaque disjonction obtenue représente une clause dont on peut
renommer les variables (puisqu’elles sont universellement
quantifiées) de telle sorte que 2 clauses ne partagent aucune variable
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Intuition sur la procédure : les grandes étapes

Exemple :
Etant donnée la formule :
Vx.Vy Nz.(=P(x, f(x)) V Q(x)) A P(f(y), f(z)) A =Q(f(a))

1. Elle est en forme universelle close

2. Avec I'équivalence Vx.9p A )’ = (Vx.1)) A Vx.4)' on obtient
(Vx.Vy Nz.=P(x, f(x)) V Q(x)) A (Vx.Vy Nz.P(f(y), f(z))) A
(Vx.Vy Vz.=Q(f(a)))

3. Aucun renommage n'est nécessaire et on obtient I'ensemble de
clauses :

{=P(x, f(x)), QEx)}, {P(F(y), F(2))}, {=Q(F(a)) }}
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Intuition sur la procédure : les grandes étapes

3eéme étape : calcul de résolvantes.

Contrairement au cas de Lpp, il est nécessaire d'unifier avant de
calculer les résolvantes.

Exemple : a partir des clauses précédentes :
L {=P(x, f(x)), Q(x)}
2. {P(f(y), f(2))}
3. {=Q(f(a))}
[l faut d’abord unifier 1. et 3. grice a [x + f(a)] pour obtenir :

4. {=P(f(a), f(f(a)))}

Finalement, on obtient la clause vide avec 2. et 4. en unifiant
P(f(y), f(z)) avec =P(f(a),f(f(a))) en prenant comme unificateur
y « a;z + f(a)].

126



Les grandes étapes
F insatisfiable ?

!
|
U
Y
( . N\
Passage en forme universelle close
e Mise en forme prénexe

e Skolémisation

l

Passage en forme clausale

l

Recherche d'une dérivation

menant a la clause vide
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Mise en forme prénexe : définition

Définition (forme prénexe)

Une formule est sous si et seulement elle est de la forme
O1x1.02x2. * - OpXn-@
ol 01, -+ ,0, € {3,V} et ¢ ne contient pas de quantificateur.

Exemples

Les formules en vert ci-dessous sont en forme prénexe, contrairement a
celle en rouge :

Ix.Vy.P(x) — Q(f(x),y)
Vx.Vy.=P(x)

P(x) V Q(x)

Vx.P(x) Vv 3y.Q(y)
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Mise en forme prénexe : théoréme

Théoréeme
Pour toute formule de la logique des prédicats, il existe une formule
équivalente qui soit en forme prénexe.
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Mise en forme prénexe : algorithme de conversion

1. Eliminer les connecteurs — :
e Réécrire A— Ben -AV B

2. Tirer les négations a I'intérieur, éliminer les doubles négations :
e —(AV B) devient ~AA =B et =(A A B) devient ~AV —B
e —(3x.P(x)) devient Vx.—P(x) et =(Vx.P(x)) devient Ix.—=P(x)
e ——A devient A

3. Distinguer les variables : tant qu'il existe une sous-formule de la
forme Ox.¢ telle que x apparait en dehors de ¢, on remplace Ox.¢
par Dy.¢[x < y] ol y est une variable fraiche

4. Faire passer les quantificateurs a gauche en appliquant autant
que possible les regles suivantes :
4.1 (Ox.A) A B devient Ox.(AA B
4.2 (Ox.A)V B devient Ox.(AV B
4.3 AN (Dx.B) devient Ox.(AA B
4.4 AV (Dx.B) devient Ox.(AV B
..oude {3V}

)
)
)
)
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Mise en forme prénexe : exemple

Soit la formule :
(Vx.P(x)) — 3x.R(x)

Par application des étapes précédentes, sa forme prénexe est :

1. =(Vx.P(x)) V (3x.R(x)) (élimination de —)
2. (Ix.2P(x)) V (3x.R(x)) (négation propagée vers l'intérieur)
3. (Elx —P(x))V (3y.R(y)) (distinction des variables)
4. Ix.(=P(x) vV (Jy.R(y))) (application de la regle 4.2)

Ix.y.(—=P(x) V R(y)) (application de la regle 4.4)

On peut supprimer les parenthéses autour =P (x) V R(y) dans la formule
résultante.
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Les grandes étapes
F insatisfiable ?

!
|
U
Y
( . N\
Passage en forme universelle close
e Mise en forme prénexe

o Skolémisation

l

Passage en forme clausale

l

Recherche d'une dérivation

menant a la clause vide
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Skolémisation : objectif et principe

e But : supprimer les quantificateurs 3
e Observation justifiant I"approche : considérons la formule
Vx.Jy.P(x,y)

e elle dit que pour tout x, on peut trouver un y tel que P(x,y)
e soit f la fonction qui pour chaque x donne ce y, c.-a-d. : y = f(x)
e la formule devient : Vx.P(x, f(x))

e La skolémisation généralise cette observation : s'il y a plusieurs
quantificateurs universels, la fonction fraiche introduite dépend de
toutes les variables venant avant le Jy
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Skolémisation partielle : définition

Définition (skolémisation partielle)

Soit F une formule en forme prénexe de la forme :
VXl. o vxn-3)<n+1~0n+2xn—&-2- U On+an+i-¢
Soit f un nouveau symbole fonctionnel d'arité n. La formule :
Vx1. X0 Ong2Xnt2. -+ - OngiXngi-@[Xnt1 = Fx1, -+, Xn)]

est la skolémisation partielle de F.
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Skolémisation partielle : exemples

Exemples

o Vx.Vy.dz.R(x,z) ~ Vx.Vy.R(x,f(x,y))

o Vx.3zVy. Iw.Iw' .S(W, x,f(z)) ~
Vx.Vy.Iw.Iw’.S(w', x, f(g(x)))

e Ix.JzVy.S(x,x,z) ~» 3JzVy.5(a,a,z)
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Skolémisation : définition et théoréme

Définition (skolémisation)
Soit F une formule en forme prénexe ayant n quantificateurs
existentiels. La de F est obtenue par n applications

successives de la skolémisation partielle.

La formule F est si et seulement si sa skolémisation est

Remarque : la skolémisation préserve la satisfiabilité mais ne produit pas

une formule équivalente a la formule initiale!
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Skolémisation : exemples

Exemples

o Vx.Vy.dz.R(x,z) ~ Vx.Vy.R(x,f(x,y))

o Vx.3zVy dwIw' . S(W, x,f(z)) -~
Vx.Vy.S(h(x,y),x, f(g(x)))

e Ix.JzVy.S(x,x,z) ~> Vy.S(a,a,b)
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Forme universelle close

Définition (forme universelle close)

La d'une formule de la logique des prédicats est
obtenue en lui appliquant successivement une mise en forme prénexe
puis une skolémisation et est ainsi de la forme :

Vx1. - VXp.0

ou ¢ est une formule sans quantificateur.

le terme clos indique uniquement que la seule fagon de
quantifier est universelle, a I'extérieur ; il ne fait pas référence a I'absence
de variable libre dans la formule obtenue.
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Les grandes étapes
F insatisfiable ?

!
|
U
Y
e B 0
Passage en forme universelle close
e Mise en forme prénexe

e Skolémisation

i

Passage en forme clausale

l

Recherche d'une dérivation

menant a la clause vide
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Forme normale conjonctive : définitions

La notion de change :

Définition (littéral)

Un littéral est une formule de la forme R(ty,- - ,t,) ou =R (t1,- - , ts)
ol R € PRED, et t,,--- ,t, € TERM.

Le reste est similaire au cas de Ly (cf. cours de ”Logique 17) :

Définitions
e Une est une disjonction de littéraux : L; V --- V Ly ol chaque
L; est un littéral. Elle peut étre représentée par |'ensemble de ses
littéraux : {Lq,---,Lq}.
e La { } représente L.
e Une formule est en (FNC) ssi elle est une

conjonction de clauses : C; A --- A C, ot chaque C; est une clause.
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Rappel Forme normale conjonctive : conversion

1. Eliminer les connecteurs autres que 7, A,V
1.1 Réécrire A<«» Ben (A— B)A (B — A)
1.2 Réécrire A— B en -AV B
2. Tirer les négations a |'intérieur, éliminer les doubles négations :
e —(AA B) devient ~AV =B
e —(AV B) devient ~AA B
e ——A devient A
3. Distribuer V sur A :
e AV (B A C) devient (AV B) A (AV C)
e et pareil pour (BAC)V A
4. Eliminer Let T:BA(AV L), AV—L ...

Rappel : la FNC d'une formule n'est pas unique.

Remarque

Le passage en forme prénexe comprend déja les étapes 1 et 2 de la
conversion ci-dessus.
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Rappel Forme normale conjonctive : théoreme

Théoreme

Pour toute formule sans quantificateur F, il existe une formule F’ sans
quantificateur et en FNC telle que F = F’.
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Passage en forme clausale

e Soit la formule suivante en forme universelle close :
Vx1. - VXp. 0
ol ¢ est en forme normale conjonctive
e On peut utiliser I'équivalence Vx.(¢ A ¢') = (Vx.4) A (Vx.4)") pour

transformer la formule précédente en une conjonction de
disjonctions universellement quantifiées;

e Chaque disjonction obtenue représente une clause dont on peut
renommer les variables (puisqu’elles sont universellement
quantifiées) de telle sorte que 2 clauses ne partagent aucune variable
~> c'est la forme clausale

e La forme clausale d'une formule est notée sous la forme de
I'ensemble des clauses, elles-mémes représentées comme un
ensemble de littéraux

e Dans la suite, a chaque fois qu'on “utilise” une clause, ce sera une
copie “fraiche” qu'on utilise. 143



Les grandes étapes
F insatisfiable ?

|

|

|

Y

e . 0
Passage en forme universelle close

e Mise en forme prénexe

@ Skolémisation )

l

Passage en forme clausale

|

Recherche d'une dérivation

menant a la clause vide
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Résolution pour L4

o Cas Lpp (rappel) :

Insatisfiabilité de F € Lprop
=
{ } obtenu par calcul itératif de résolvantes a partir des clauses de F

o Cas Lpreq (a venir) :

Insatisfiabilité de F € Lyreg
=
Dérivation de { } a partir des clauses de F, dans un calcul de
résolvantes modulo unification
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Résolution pour L., : régles

Axiome :

—— (€ € A ou A est un ensemble de clauses)

C
Regles d'inférence :

DU{R(s1, - ,sn)} CU{=R(t1, -+ ,tn)}
o(DUC)

(R — résolvante)

DU{R(st, - ,sn)} U{R(t1, - ,tn)}
o(DU{R(s1, - ,sn})

(F* — factorisation)

DU{‘!R(Sl,--- ,Sn)}U{ﬁR(tl,--- ,t,,)}
o(DU{=R(s1, -+ ,sn)})

(F~ — factorisation)

N

ou :
o A S ? ?
e o est |'unificateur le plus général du probleme {s; = t1,--- ,s, = t,}
et les clauses C et D ne partagent pas de variables (grace au

rénommage !) 146



Résolution pour .4 : dérivation

Définition (dérivation)
Soit A un ensemble de clauses et A une clause, on écrit A > A lorsqu'il

est possible de dériver A a partir de I'ensemble A par résolution,

c'est-a-dire en appliquant les et

précédentes.

En particulier, on cherchera a voir si : A>{ } afin de décider si la
formule dont la forme clausale correspond a A est insatisfiable.
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Résolution pour L,.; : exemple

On souhaite montrer {Hy, Ha, H3} E C ol :

Hy = 3x0. T (x0)

H2 = VXQ.(D(XQ) — VXl.R(Xl.,XQ))

Hs = Vx3Vxs.=(T(x3) — = Q(xa)) — —R(x3, xa)
e C =Vx.(-D(x5) V-Q(xs5))

Ceci revient (exercice!) a considérer I'ensemble A de clauses suivant :

A={ {T(a)},{=D(x), R(x1; %)}, {=T(xs), ~Q(xa), ~R(x3,xa)}, {D(b) },
{Q(b)}}

La dérivation suivante montre A > { } :

(Ax) (Ax)
{=T(x3), =Q(xq), ~R(x3, x4)} {T(a)} () (Ax)
(A%) {—Q(x4), ~R(a; x4)} {Q(b)} (R)
(A%) {~D(x2), R(x1, x2)} {—R(a, b)} )
{D(b)} {—-D(b)}
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Résolution pour L. : remes

Théoreme de correction

La résolution est correcte : si A > { } alors la formule dont la forme
clausale est A est insatisfiable.

Théoreme de complétude

La résolution est compléte : si une formule dont la forme clausale est A
est insatisfiable alors il existe une dérivation telle que A > { }.
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Résolution pour L,.4 : terminaison

e Pour L,np, on a vu en "Logique 1" un algorithme qui termine :
on calcule des résolvantes tant que la clause vide n'a pas été générée
ou qu'on génére de nouvelles clauses. En cas de saturation et
d'absence de la clause vide, I'ensemble de clauses est satisfiable

e Pour Lyreq, il se peut que cet algorithme ne termine pas. C'est le cas
en particulier lorsque I'ensemble des clauses est satisfiable

e Alonzo Church a montré en 1936, a partir des travaux d'Alan

Turing, qu'il n'existe pas de procédure qui permet de décider la
satisfiabilité d'une formule de Ly

150



Résolution pour L,.4 : terminaison

Exemple d’un calcul itératif de résolvante ne terminant pas :
Soit A = {{P(x)},{~P(y), P(f(y))}}

e L’application de (R) sur {P(x)} et {=P(y), P(f(y))} avec
o1 = [x < y] donne une nouvelle clause : {P(f(y))}
e On doit renommer {=P(y), P(f(y))} avec une variable fraiche y’ afin de
pouvoir la réutiliser dans le processus
e L'application de (R) sur {P(f(y))} et {=P(y’'), P(f(y'))} avec
o2 = [y’ < f(y)] donne une nouvelle clause : {P(f(f(y)))}
e L'application de (R) sur {P(f(f(y)))} et {—=P(y’), P(f(y'))} avec
o3 = [y’ < f(f(y))] donne une nouvelle clause : {P(f(f(f(y))))}
e L'application de (R) sur {P(f(f(f(y))))} et {=P(y"), P(f(y'))} avec
o4 = [y' < f(f(f(y)))] donne une nouvelle clause : {P(f(f(f(f(y)))))}
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Fin de cette partie : qu’est-ce qui est exigible a I'examen ?

Check-list des attendus a I'examen :

[0 Savoir mettre en forme prénexe une formule

[0 Savoir skolémiser une formule

[0 Savoir mettre en forme universelle close une formule

[0 Savoir passer une formule en forme clausale

[0 Savoir calculer des dérivations dans le cadre de la résolution

[1 Le cours doit étre relu et compris
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Elimination des quantificateurs




Elimination des quantificateurs

Modeles, Théories, Axiomatisations
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Modeles : Logique propositionnelle

Rappel :

e Un modele d'une formule A est une valuation v telle que v(A) =1

e Un modele d'un ensemble de formules H est une valuation v telle
que pour tout A € H, v(A) =1

Exemples

e vi(p) =1 et vi(g) = 0 est un modele de p V —q
e v»(p) =1 et vu(q) =1 est un autre modele de p V =g

e p /A —p n'a pas de modele
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Modeles : Logique des prédicats

Définitions (Structures)

e Une S=(Ry,...Rn; fi,...1,) décrit les (de
relation ; de fonction) d'un langage.

o I ar(R) resp. ar(f) d'un symbole est son nombre d'arguments.

e Pour une S-signature, une S- A est composée

e d'un domaine A non vide. Notation : A = dom(.A)
e une relation R4 C A”® pour tout symbole de relation R € S
e une fonction £ : A7) — A pour tout symbole de fonction f € S

Notation : souvent, on écrit

e une signature de la forme :

S = (Rifar(R1)],- - Rmlar(Rm)]; filar(R)], . . . falar(f2)])
e une structure de la forme :

A = (domaine; Ry,...Rm; 1, ... 1)
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Modeles : Logique des prédicats

Définitions (Interprétations et modeles)

e Une T sur une signature S est un couple (A, v) ot A
est une S-structure et v : Var — dom(.A) une interprétation des
variables.

e 7 est un d'une formule FsiZ E F

e 7 est un modele d'un ensemble de formules H, écrit Z = H, si
T = F pour tout F € H

Notes :

e Les constantes sont assimilées a des fonctions O-aires.
e La définition de Z |= F se fait par récursion sur F avec entre autres :
e ITE-FR=TFHFR
e IERAAR =(TEFReIEFR)
voir détails cours Logique 1.
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(Digression syntaxique : Surcharge)

Un opérateur est (syntaxiquement) surchargé s'il est appliqué a des types
essentiellement différents.

En logique, 'opérateur |= est surchargé :
e H= F, ol H est un ensemble de formules, F une formule

Signification : tout modele de H est aussi un modele de F

e 7 = F, ou T est une interprétation, F une formule
Signification : voir transparent précédent

e A= F, ou A est une structure, F une formule close (sans variable
libre)
Signification : équivalent a (A, v) = F pour n'importe quel v.
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Modeles : Exemple banal

Exemple : Soit S = (<;+,0,1,2...) avec ar(<) = 2, ar(+) = 2,

ar(0)=ar(l)=---=0

e Soit Mo, = (N, <N°°,+N°°.,6N°°,TN°°,...) avec

o <Ne “inferieur” usuel sur les naturels : {(0,1),(0,2),(1,2)...}
o +Neo I'addition usuelle : (0,0) — 0,...(2,3) —5,...
° 6N°°,TN°° les nombres 0, 1, ...
Ona:NoE2+3<6
o Soit AV = ({0,1,2}, <M, 445 o™ TV,
o M= {(0,1),(0,2),(1,2)}
o +™3 I'addition modulo 3 : (0,0) — 0, ...(1,2) — 0,(2,2) — 1
o 73 =n mod 3, par ex. A
Ona: N3 ~2+3<6parce que (24 3)N =2et 6" =0
e Soit B = ({0,1}*, <5, +B,6B,TB, ...) avec
o <5 “est préfixe de”, par ex. 11 <% 110 et 10 £5 11
e +7 concaténation

...) avec

i . . - —B
o B représentation binaire de n, par ex. 5~ = 101

Ona:B2+3<6parce que (2+3)F =101l et 6 = 110 158



Modeéles et théories

Fixons une signature S.

Soit H un ensemble de formules sur S et A une S-structure et S un
ensemble de S-structures.

Définitions

e L'ensemble des de H: Mod(H) ={A.AE H}

o La : Th(A)={F.AEF}

e La : Th(S) = Naes Th(A)
Démontrez :

e Anti-monotonie de Mod : H; C H, = Mod(H,) C Mod(H;)
e Anti-monotonie de Th: §; C S, = Th(S,) C Th(S1)

e H C Th(Mod(H))

e S C Mod(Th(S))

159



Fermeture déductive

Définitions

La d'un ensemble de formules est définie par
Ded(H) = Th(Mod(H))

Montrez : Ded(H) = {F.H = F}

Ded est un opérateur “fermeture”, avec la propriété :
Ded(Ded(H)) = Ded(H)
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lllustration : exemple banal

e Modeles d'une formule (notation : Mod(F) au lieu de Mod({F})) :
e Nous avons vu : NV € Mod(2 +3 < 6) et N3,B & Mod(2 + 3 < 6)
e L’addition est commutative (aussi modulo 3), la concaténation ne
|'est pas :
Nooy, N3 € Mod(Vx,y. x+y =y + x) et
B ¢ Mod(Vx,y. x+y =y + x)
e Théories (d'un ensemble) de structures :
e Nous avons vu : (2+3 < 6) € Th(Nx), & Th(N3)
o (Vx,y.x+y=y+x) e Th({Ne,N3})
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Axiomatisations : Introduction informelle (1)

Intention : caractériser un ensemble de structures S par un ensemble de
formules H. Donc : H = Th(S)

Exemple : Quelques structures appartenant a S :

oo . F I

0
mais pas :

Axiomatisation possible : Structure (<;) avec un symbole de relation
d'ordre <, pas de symbole de fonction et les axiomes

e transitive (TRANS) : Vx,y,z. x <y Ay <z —x <z

e et asymétrique (ASYM) : Vx,y. x <y — =(y < x)
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Axiomatisations : Introduction informelle (2)

Exemple continué : Est-ce qu'on admet des ordres partiels avec par ex.
structure :

./Q
~— .

ou est-ce qu’'on se limite a un ordre total avec axiome, en plus de TRANS

et ASYM :

e connectivité (CONN) : Vx,y. x =y Vx <yVy < x

Q

Et, si en plus, on souhaite admettre des structures de la forme : ® on est
tenté de rajouter |I'axiome

e (REFL) : Vx. x < x
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Axiomatisations

Définition
Un ensemble de structures S est axiomatisable s'il existe un ensemble
de formules H tel que S = Mod(H). Les formules de H sont appelés les

axiomes de S.
Remarque : Pour que S # {} soit axiomatisable, son ensemble d’axiomes
doit étre satisfiable.

Exercice : Montrez qu'un ensemble d'axiomes contenant (AsyMm) et

(REFL) n'est pas satisfiable.

(1) Indécidabilité I est en général impossible de vérifier la satisfiabilité

d’'un ensemble d’axiomes.
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Existence d’axiomatisations

Nous savons que S € Mod(Th(S)). Pourquoi pas prendre Th(S) comme
axiomatisation de §7

e Objection 1 : typiquement, on ne peut pas générer Th(S) par des
moyens algorithmiques.

e Objection 2 : Th(S) n'est pas fini, contredisant un besoin de
minimalité.

e Objection 3 : Il peut y avoir des modéles non-standards

A€ Mod(Th(S)) et A& S.

Pour une axiomatisation H d'un ensemble de structures S, un modéle A
est dit non-standard si A € Mod(H) et A& S.
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Arithmétique de Peano

Les axiomes PA de I' Arithmétique de Peano? sur la signature
(: +[21, *[2], s[1], 0[0]) :

e Vx. =(s(x) = 0) [s et 0 sont des constructeurs différents]

Vx,y. s(x) = s(y) — x = y [injectivité de s]
Vx. x + 0 = x [cas de base addition]

Vx,y. x + s(y) = s(x + y) [cas héréditaire addition]
e Vx. x*0 =0 [cas de base multiplication]

e Vx,y. x*s(y) = x*y+ x [cas héréditaire multiplication]

et un schéma d'induction pour toute formule ¢ de premier ordre :

(201 A (Vy- ¢ly]l — ols(y)])) — V- ¢lyl

2. Giuseppe Peano (1858-1932), mathématicien italien
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Modeles non-standards de I'arithmétique

Notes :

e s est la fonction “successeur” correspondant a +1.

e |l y a une infinité de formules ¢, I'ensemble PA est donc infini.

e Le modele standard des nombres naturels N est dans Mod(PA)
e ... mais Mod(PA) contient aussi des modeles non dénombrables.

] n'y a pas axiomatisation de ler ordre qui a ' comme seul modéle.
(I faudrait une axiomatisation avec un axiome d’induction de 2nd ordre)
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Indépendance et minimalité d’'une axiomatisation

Indépendance

e Une formule F est indépendante d'un ensemble d'axiomes Ax si
F ¢ Ded(Ax) et =F ¢ Ded(Ax)
e Une formule F dépend d'un ensemble d’axiomes Ax si F € Ded(Ax)
o (Est-il possible d'avoir F € Ded(Ax) et =F € Ded(Ax)?)
Minimalité

e Un ensemble d'axiomes Ax est minimal s'il n'existe pas de F € Ax
avec Ded(Ax — {F}) = Ded(Ax)
“Tout axiome est indispensable”

168



Axiomatisation de la théorie des groupes

\

La signature des groupes est : (;-, e, ") ol

e (sans symbole de relation)

e - est I'opération (binaire) de groupe
e e est I'élément neutre

e ! est I'inverse (unaire)

Une axiomatisation (Ax;) de la théorie des groupes est :

e associativité : Vx,y,z. (x-y)-z=x-(y - 2)
o cffet élément neutre : Vx. x-e = x et Vx. e-x = x
e effet de l'inverse : :Vx.x-x ' =eet¥x.x 1 .-x=e

L'axiomatisation Ax; n'est pas minimale.
L’axiomatisation Ax, = Ax; — {Vx. e - x = x} est équivalente :
Ded(Axy) = Ded(Axy)

Preuve : on montre, pout tout x :
ex=xx1 - x=x-(x1-x)=x-e=x
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Elimination des quantificateurs

Preuve par Elimination de Quantificateurs
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Décidabilité

Définition (approximation grossiére)
Une classe de problemes P est s'il existe un algorithme « tel
que pour tout p € P

e a(p) =1 apres un temps de calcul fini si p admet une solution

e a(p) = 0 apres un temps de calcul fini si p n’admet pas de solution

e classe de problemes : ensemble des formules de la logique du ler
ordre

e admet une solution : est valide

H La logique du ler ordre est indécidable.

Plus précisément : Le probleme de validité des formules de ler ordre est
indécidable.

Montrez que le probleme de satisfiabilité est aussi indécidable.
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Preuves : procédures généralistes et dédiées

Procédures généralistes :

o Exemples : Résolution et Déduction Naturelle
e Applicables a toute formule F
(peut-étre apres pré-traitement : conversion en forme clausale .. )
e Devraient &tre correctes et completes : - F <— E F
e Indécidabilité : tentative de preuve d'une formule

e valide réussit aprés un temps fini
e non valide risque de continuer éternellement
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Preuves : procédures généralistes et dédiées

Procédures spécialisées :

e Limitées a une classe de formules appartenant a une théorie

e de préférence décidable
e souvent particulierement importante pour la vérification de

programmes.
Exemples : Théories des

e nombres entiers; réels
e tableaux; chaines de caractéres

e ordres
e fonctions non interprétées . ..

Remarque (surcharge du mot thedrie) :

e Nous avons vu : Th (“théorie de structures”), fonction appliquée a

(un ensemble de) structures
e Ici : Ensemble de formules possédant des symboles (= signature)

avec une interprétation spécifique 173



Procédure de décision

Une procédure de décision pour une théorie T prend une formule F et
essaie de décider F dans T.

Résultats possibles :

e F estvraiedans T : T |= F (certificat par ex. dérivation de T - F)
e F n'est pasvraiedans T : T [~ F
(certificat par ex. contre-modéle M avec M |= T mais M [~ F

Exemple :

e Vx. dy.y < x est vraie dans la théorie des nombres entiers Z
e Vx. dy.y < x n'est pas vraie dans la théorie des nombres naturels N
Contre-exemple : x =0

Différentes méthodes d’implantation, par exemple :

e Résolution (logique propositionnelle)
e Automates (logiques temporelles; arithmétique)

e Elimination de quantificateurs
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Une procédure d’élimination de quantificateurs

e convertit une formule F en une formule F’ équivalente sans
quantificateurs.

e souvent relatif a une théorie :

o (Vx.dy.y <x) <« T dansZ
e (Vx.3dy.y <x) <« L dansN

Remarques :

e Il y a des théories qui n'admettent pas d’élimination de
quantificateurs (voir exos de TD)
e Elim. de quantif. peut étre une procédure de décision

e ... mais pas forcément (exemple : logique propositionnelle)
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SMT solveurs

Satisfiability Modulo Theories :

e Extension des SAT (satisfiability) solveurs

e Organise I'interaction entre SAT et des solveurs spécifiques

Utilisé par des outils de vérification de programmes (Why3 . ..)

Standardisation de l'interface via le langage SMT-LIB
(http://smtlib.cs.uiowa.edu/)

Quelques SMT solveurs connus :

Alt-Ergo (https://alt-ergo.ocamlpro.com/)
CVC5 (https://cvch.github.io/)
veriT (https://wuw.verit-solver.org/)

Yices (https://yices.csl.sri.com/)
Z3 (https://github.com/Z3Prover/z3/wiki)
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SMT solveurs : architecture

‘ SMT-LIB ‘ ‘ Simplify ‘ ‘ Native text ‘ ‘ C | ‘ NET ‘
| | |
‘ Simplifier ‘ Theory Solvers
l ‘ Linear arithmetic |
‘ Compiler ‘
L ‘ Bit-vectors |
Congruence closure core
equalities ‘ Arrays |
assignments
new atoms ‘ Tuples |
literal assignments
equalities
SAT solver E-matching engine
clauses

(de larticle : Z3 : An efficient SMT Solver, par L. de Moura et N. Bjgrner)
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SMT solveurs : interaction entre composants

178



DO : théorie des ordres denses sans bornes

A titre d'exemple : une procédure de décision pour la théorie des ordres
denses sans bornes, DO, pour une relation < avec |'axiomatisation :

(TRANS) : Vx,y,z. x < y ANy < z — x < z [transitive]
(AsYM) : Vx,y. x <y — =(y < x) [asymétrique]

e (CONN) : Vx,y. x =y Vx <y Vy < x [connectivité]
(
(

e (DENSE) : Vx,y. x <y — Jz. x < z A z < y [ordre dense]

e (SEXTR) Vx. Jy,z. y < x A x < z [sans extrema]

Notes :

e L'ordre < n'est pas réflexif : =(x < x) a cause de (AsyMm)
e (CONN) est une forme faible de (TOTAL) pour ordres asymétriques
e Voir exos de TD pour variante de la procédure pour ordres partiels

Eléments notables de Mod(DO) :

e Q ou R avec ordre <
e Intervalles ouverts (inf,sup) C Q ou R avec ordre <
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Procédure de décision pour DO : Aper

Principe : La procédure prend une formule F et la convertit en T ou L
par élimination de quantificateurs

Exigences :
e F doit &tre close (sans variables libres)

e Sinon : fermer avec Vxp ... x,. F pour {xg...x,} = fv(F)

e Les seules symboles relationels permis sont : ordre <, égalité =;
pas de fonctions ou constantes.

Démarche :

1. Convertir F en forme prénexe
2. Convertir quantif. universels en existentiels : (Vx.¢) <> —(3x. =¢)

3. Eliminer les quantificateurs a partir de |'intérieur

180



Prétraitement

Simplification d'une formule de la forme Ix. ¢

1. Tirer les négations a l'intérieur : forme normale négative
2. Eliminer les négations devant les relations :

21 «(z<2Z)e(z=2VvZ <2)

22 =(z=2)+(z=2ZVvZ <2)
3. Transformer en forme normale disjonctive : ¢ <> \/; 1)

4. Tirer la quantification existentielle a I'intérieur de la disjonction :

Ix. ¢ < V; (3x. )

Les quantifications existentielles intérieures ont maintenant le format
dx. 1), ou 1 est une conjonction de relations v < v ou u=v
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Elimination de quantificateurs : Suppression de variable

Suppression de la quantification existentielle de Ix. 1) :

Six ¢ fv(y) : (3x. ¥) < ¢
Si 1) contient le terme x < x : (3x. ¥) <+ L

Sinon, regrouper les termes de ) en :

(Avx = ) A A v < ) A (Ay W = X) A x avee x & Fr(x)

Si (A, wk = x) présent : choisir une variable wy parmi les wy, et
(Fx. ¥) & (A wo < ui) A (A v < wo) A (A wie = wo) A x
Sinon, si (A\; x < u;) et (A v; < x) présents dans 1 :

(Bx. ) Aijvi < uiAx

Sinon, si uniquement (A; x < u;) ou (/\; v; < x) présent dans 1) :
(Bx. ¢) & x

Post-traitement : Simplifier conjonctions/disjonctions
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Elimination de quantificateurs : Exemple

Formule originale : F =Vx. Jy. 2(x < y)A(Vz. y <z — x < z)

Démarches préliminaires :

1. Conversion en forme prénexe :
Vx. dy.Vz. 2(x < y)A(y <z — x < 2)

2. Conversion quantif. universels :
—(3x. 7(Fy. (Fz. 7(~(x < y) A (y < z — x < 2)))))

Eliminiation de la quantification 3z. ~(—(x < y) A (y < z — x < 2))

e Prétraitement :

1.

NNF : 3z. (x < y)V(y < zA=(x < z))

2. Elim nég. avant < : 3z. (x <y)V(y < zA(x =2V z < x))
3.
4. Quantif. a 'intérieur :

DNF:3z. (x<y)V(y<zAx=2z)V(y<zAz<Xx)

(Fz. (x<y))V(Ez. (y <zAx=2))V(Fz. (y < zANz < x))
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Elimination de quantificateurs : Exemple (ctd)

Simplification de chaque disjonction de
Y, =Fz. (x<y))V(@Ez.(y<zAx=2z))V(3z. (y <zAz < X))

o (3z. (x < y)) > (x < y) [parce que z ¢ fv(x < y)]
o (Fz. (y<zAx=2)) < (y<xAx=x) < (y <x)
e (Fz. (y<zAz<x))+ (y<x)

Donc: ¢, <> (x <y Vy < x)
Eliminiation de la quantification (Jy. =(x < y V y < x))

Prétraitement : (Jy. -(x < y) A (y < x)) <
By. (x=yVy<x)Aly=xVx<y))+
By. (x=y)V(x=yAx<y)V(y<xAy=x)V(y <xAx<y))
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Elimination de quantificateurs : Exemple (ctd)

Simplification de chaque disjonction de ¢, = (3y. (x =y)) V...

Jy. (x =y)) <> (x = x) <> T [On pourrait s'arréter ici .. .]
(

Donc: %, =T
Le reste de la formule : =(3x. ~¢,) > =(Ix. L) < T

La formule originale est donc prouvée : F <> T
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Fin de cette partie : qu’est-ce qui est exigible a I'examen ?

Check-list des attendus a I'examen :
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