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RÉSUMÉ. Cet article étudie les capacités qualitatives, qui sont des fonctions d’ensemble mono-
tones croissantes à valeurs sur un ensemble totalement ordonné muni d’une fonction de ren-
versement de l’ordre. En nous inspirant du rôle joué par les probabilités pour les capacités
quantitatives, nous cherchons à savoir si les capacités qualitatives peuvent être considérées
comme des ensembles de mesures de possibilité. Plus précisément nous montrons que toute ca-
pacité qualitative est caractérisée par une classe de mesures de possibilité. De plus, les bornes
inférieures de cette classe sont suffisantes pour reconstruire la capacité et leur nombre ca-
ractérise sa complexité. Nous présentons aussi un axiome généralisant la maxitivité des me-
sures de possibilité qui revient à préciser le nombre de mesures de possibilité nécessaires à la
reconstruction de la capacité. Cet axiome nous permet aussi d’établir un lien entre capacité
qualitative et logique modale non régulière. Enfin nous donnons quelques résultats pour ca-
ractériser la quantité d’information contenue dans une capacité.

ABSTRACT. This paper investigates the structure of qualitative capacities, which are monoto-
nic increasing set functions ranging on a finite totally ordered scale equipped with an order-
reversing map. More specifically, we study whether these qualitative set-functions can be viewed
as classes of more particular set functions, namely possibility measures, paralleling the situa-
tion of quantitative capacities with respect to imprecise probability theory. We show that any
capacity is characterized by a non empty class of possibility measures having the structure of
an upper semi-lattice. The lower bounds of this class are enough to reconstruct the capacity,
and their number is characteristic of its complexity. We introduce a sequence of axioms gene-
ralizing the maxitivity property of possibility measures, and related to the number of possibility
measures needed for this reconstruction. In the Boolean case, capacities are closely related to
non regular multi-source modal logics and their neighborhood semantics can be described. Fi-
nally we study how to characterize the quantity of information contained in a capacity.
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1. Introduction

Une mesure floue (Sugeno, 1977) (ou capacité (Choquet, 1953 ; Denneberg, 1994))
qualitative est une fonction d’ensemble monotone à valeurs dans un ensemble totale-
ment ordonné. On suppose donc que seuls le minimum et le maximum sont utilisables,
même si on considère un intervalle réel. Dans ce contexte, il est impossible d’établir
un lien avec les probabilités. Par conséquent un certain nombre de notions pertinentes
et utiles dans un cadre quantitatif sont perdues. Par exemple, il est impossible d’utiliser
la transformée de Möbius (Shafer, 1976), la capacité conjuguée, ou la supermodularité
(Denneberg, 1994), ...

Cependant il apparaı̂t que beaucoup de notions quantitatives ont une contrepar-
tie dans le cadre qualitatif en remplaçant les mesures de probabilités par les mesures
de possibilité. La notion de capacité conjuguée peut être récupérée si on utilise une
échelle munie d’une fonction qui renverse l’ordre. De plus, une contrepartie qualitative
de la transformée de Möbius a été introduite par Mesiar et Grabisch (Mesiar, 1997 ;
Grabisch, 1997), puis étudiée dans (Grabisch, 2004). La transformée qualitative de
Möbius peut être vue comme la contrepartie possibiliste d’une fonction de masse pro-
babiliste. Ainsi dans le cadre qualitatif, une capacité est définie par une contrepartie de
la définition des fonctions de croyance. De plus, le processus de génération de fonc-
tions de croyance présenté dans (Dempster, 1967) a déjà été appliqué aux mesures de
possibilité (Dubois, Prade, 1984 ; 1985) pour générer des possibilités et nécessités
inférieures et supérieures. Il a été démontré que les possibilités supérieures et les
nécessités inférieures sont encore respectivement des possibilités et des nécessités.
Mais ce n’est pas le cas des nécessités supérieures et des possibilités inférieures.

L’analogie formelle entre fonctions de croyance et capacités qualitatives via la
transformée de Möbius qualitative peut cependant induire en erreur au niveau in-
terprétatif. Cette situation mène à des questions naturelles comme : une capacité qua-
litative peut-elle être exprimée en termes de famille de mesures de possibilité et, si
oui, est ce que la transformée de Möbius peut coder cette famille. Des travaux récents
(Dubois, 2011 ; Prade, Rico, 2011) ont commencé à aborder cette question, en prenant
pour point de départ un travail pionnier (Banon, 1995). Plus récemment dans le cadre
qualitatif fini, des sous-ensembles spéciaux de mesures de possibilité jouent un rôle
semblable aux ensembles convexes de mesures de probabilité dans le cadre quantita-
tif (Dubois et al., 2015). On comprend alors que toute capacité peut être définie en
termes d’un ensemble fini de mesures de possibilité, comme une possibilité inférieure
ou une nécessité supérieure. Ce résultat n’est pas surprenant car il a été démontré que
les mesures de possibilité peuvent être raffinées par des mesures de probabilité en
utilisant un raffinement lexicographique de l’axiome principal des mesures de possi-
bilité, et que les capacités sur un ensemble fini peuvent être raffinées par des fonctions
de croyance (Dubois, Fargier, 2009a ; 2009b). Ce résultat permet de généraliser les
axiomes de maxitivité et minitivité de la théorie des possibilités. On définit alors des
familles de capacités qualitatives de complexité croissante. Ces résultats vont per-
mettre de considérer les capacités qualitatives comme des modalités de nécessité dans
le cadre d’une logique modale non régulière, étendant ainsi aux capacités les liens
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connus (Banerjee, Dubois, 2009) entre la théorie des possibilités et la logique modale.
Ces résultats vont aussi permettre de déterminer le pouvoir informatif d’une capacité
en différenciant sa part pessimiste et sa part optimiste.

Cet article, qui réunit et développe la matière de (Dubois et al., 2013 ; 2014),
est structuré de la manière suivante : la section 2 rappelle les définitions utiles. La
section 3 explique pourquoi les capacités peuvent être vues comme des possibilités
imprécises. Dans la section 4 on présente un algorithme pour décomposer une capacité
en un nombre minimal de distributions de possibilité. La section 5 s’intéresse à la
généralisation des axiomes de maxitivité et minitivité dans un contexte qualitatif. La
section 6 propose un lien avec la logique modale, et dans la section 7 on s’intéresse
à l’information contenue dans une capacité qualitative afin de pouvoir comparer de
telles capacités.

2. Capacités qualitatives et transformée de Möbius qualitative

Soit S un ensemble fini. Soit L un ensemble fini totalement ordonné L = {λ0 =
0 < λ1 < · · · < λl = 1}muni d’une fonction ν qui renverse l’ordre. Plus précisément
ν : L→ L est décroissante et vérifie ν(1) = 0, ν(0) = 1, 1 et 0 étant respectivement
l’élément maximum et minimum de L. La fonction ν vérifie donc ν(λi) = λl−i.

DÉFINITION 1. — Une capacité est une fonction d’ensemble γ : 2S → L, croissante
pour l’inclusion, et telle que γ(∅) = 0; γ(S) = 1.

Dans cet article, on parlera de capacités qualitatives, ou q-capacités, pour rappeler
qu’on utilise uniquement une structure ordonnée, même si L est l’intervalle réel [0, 1].
En théorie de la décision dans l’incertain, la valeur γ(A) est interprétée comme un
degré de confiance dans la situation représentée par un ensemble A d’états possibles.
Dans le cadre de l’agrégation multicritères, γ(A) est interprétée comme l’importance
du groupe de critères A (Grabisch et al., 2000).

Dans la théorie des possibilités, l’information disponible est représentée par une
distribution de possibilité π : S → L (Zadeh, 1978 ; Dubois, Prade, 1985; 2e édit.1987 ;
1998). La valeur π(s) est la possibilité que s soit l’état actuel du monde. L’information
précise correspond au cas où ∃s∗, π(s∗) = 1, et ∀s 6= s∗, π(s) = 0, tandis que l’igno-
rance complète est représentée par la distribution π? telle que ∀s ∈ S, π?(s) = 1.

DÉFINITION 2. — La mesure de possibilité associée à une distribution π est la capa-
cité Π(A) = maxs∈A π(s).

Une mesure de possibilité est une capacité γ satisfaisant l’axiome de maxitivité:
γ(A ∪B) = max(γ(A), γ(B)) ∀A,B ⊆ S.

Une distribution de possibilité π est dite plus spécifique qu’une autre distribution
ρ si ∀s ∈ S, π(s) ≤ ρ(s) (π fournit une information plus précise que ρ). γc est
la capacité conjuguée de γ, définie par γc(A) = ν(γ(Ac)),∀A ⊆ S, où Ac est le
complémentaire deA. La conjuguée d’une mesure de possibilité s’appelle une mesure
de nécessité : N(A) = ν(maxs6∈A π(s)) = mins6∈AN(S \ {s}).
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Une mesure de nécessité est une capacité γ satisfaisant l’axiome de minitivité :
γ(A ∩B) = min(γ(A), γ(B)) ∀A,B ⊆ S.

Dans un cadre qualitatif, les distributions de possibilités semblent, en remplaçant
la somme par le maximum, jouer le même rôle que celui des distributions de proba-
bilité dans le cadre quantitatif. Or dans un contexte fini, on sait que la distribution
de probabilité se généralise par la transformée de Möbius d’une capacité. Rappelons
brièvement ce qu’est la transformée de Möbius qualitative (Grabisch, 1997 ; Mesiar,
1997) ce qui nous permettra de présenter l’analogie entre les fonctions de croyance et
les capacités qualitatives.

DÉFINITION 3. — La transformée inférieure de Möbius d’une q-capacité γ est une
fonction γ# : 2S → L définie par γ#(E) = γ(E) si γ(E) > maxB(E γ(B) et 0
sinon.

Comme γ est monotone, la condition γ(E) > maxB(E γ(B) peut être remplacée
par γ(E) > maxx∈E γ(E \ {x}). On note Fγ = {E, γ#(E) > 0} la famille des
éléments (ou ensembles) focaux de γ. On peut facilement vérifier que γ#(∅) = 0,
maxA⊆S γ#(A) = 1 et que si A ⊂ B, et γ#(B) > 0, alors γ#(A) < γ#(B).

EXEMPLE 4. — La transformée qualitative de Möbius d’une mesure de possibilité est
sa distribution de possibilité. Ses ensembles focaux ne sont que des singletons. �

EXEMPLE 5. — Les ensembles focaux associés à une mesure de nécessité N
forment une collection d’ensembles emboités E1 ⊂ · · · ⊂ Ek tels que
N(A) = maxEi⊆AN#(Ei). Si N est basée sur la distribution π, alors N(A) =
mins 6∈A ν(π(s)) et FN = {Ei = {s : π(s) ≥ λi} : λi ∈ L\{0}} avec
N#(Ei) = ν(λi−1). Les ensembles Ei sont des coupes de π. Les ensembles fo-
caux d’une nécessité N sont donc les coupes de la distribution de possibilité de sa
conjuguée. �

EXEMPLE 6. — On considère S = {s1, s2, s3} et L = {0, α, 1 − α, 1} avec α 6= 0
et α ≤ 1 − α (sur [0, 1], 0 < α < 1

2 ). Soit la capacité γ définie par γ({s1}) =
γ({s1, s3}) = α, γ({s1, s2}) = 1− α, γ({s2, s3}) = γ({s1, s2, s3}) = 1 et γ(A) =
0 sinon. Alors Fγ = {{s1}, {s1, s2}, {s2, s3}}, avec γ#({s1}) = α, γ#({s1, s2}) =
1− α et γ#({s2, s3}) = 1. �

La transformée de Möbius apparaı̂t comme la généralisation de la notion de dis-
tribution de possibilité sur l’ensemble des parties de S. De plus, γ# contient l’infor-
mation minimale nécessaire pour reconstruire la capacité γ (Grabisch, 1997 ; Dubois,
Fargier, 2009b), car

γ(A) = max
E⊆A

γ#(E).

Cette équation fait apparaı̂tre la similarité entre les capacités qualitatives et les fonc-
tions de croyance (Shafer, 1976). Une fonction de croyance est une fonction d’en-
semble 2S → [0, 1] définie par Bel(A) =

∑
E⊆Am(E), ∀A ⊆ S où la fonction

de masse m est une affectation probabiliste, soit une distribution de probabilité sur
2S\{∅}. γ# apparaı̂t comme la contrepartie qualitative de la fonction de masse pro-
babiliste. Par analogie γ# peut être nommée affectation ou fonction de masse possibi-
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liste. Malgré cette similarité, il existe une différence entre les fonctions de croyance et
les capacités qualitatives. Par exemple, dans le cadre qualitatif il n’y a pas équivalence
entre se donner une affectation possibiliste et se donner une capacité. Effectivement à
une q-capacité on peut associer plusieurs affectations possibilistes dont la plus petite
sera la transformée de Möbius de la q-capacité, alors qu’il existe une bijection entre
fonctions de croyance et affectations probabilistes.

3. Les capacités vues comme des possibilités imprécises

Certaines capacités quantitatives g peuvent être représentées par un ensemble con-
vexe de probabilités : P(g) = {P, P (A) ≥ g(A),∀A ⊆ S}. Une condition suffi-
sante pour que P(g) soit non vide est la super-modularité. Par exemple, une capacité
convexe g (c.-à-d., telle que g(A ∪ B) ≥ g(A) + g(B) − g(A ∩ B)), ou une fonc-
tion de croyance sont représentables par P(g). On retrouve les probabilités inférieures
cohérentes au sens de (Walley, 1991), car on peut montrer que dans ces deux exemples,
g(A) = minP∈P(g) P (A).

Si l’échelle d’évaluation utilisée n’est pas équipée de l’addition et du produit, la
construction faite dans le cadre quantitatif est impossible. Une question naturelle est
alors : dans le cadre qualitatif est-il possible d’avoir une construction similaire en
remplaçant les mesures de probabilité par des mesures de possibilité ?

Considérons l’ensemble R(γ) = {π : Π(A) ≥ γ(A),∀A ⊆ S} des distributions
de possibilité dont la mesure de possibilité associée Π domine la q-capacité γ. Cet
ensemble n’est jamais vide car il contient toujours Π?, la possibilité vide basée sur la
distribution π?. Cette distribution est l’élément maximal de tout R(γ) qui par contre
a plusieurs éléments minimaux. L’ensemble des éléments minimaux deR(γ) est noté
R∗(γ).

Rappelons brièvement comment toute q-capacité γ peut être reconstruite à partir
des mesures de possibilité induites par les permutations. Soit σ une permutation des
n = |S| éléments de S. Le ième élément de la permutation est noté sσ(i) et Siσ =
{sσ(i), . . . , sσ(n)}. On définit alors la distribution de possibilité πγσ par :

∀i = 1, . . . , n, πγσ(sσ(i)) = γ(Siσ).

Pour toute permutation σ la mesure de possibilité Πγ
σ associée à πγσ appartient à

R(γ) et ∀A ⊆ S, γ(A) = minσ Πγ
σ(A) (Banon, 1995). De plus, nous avons R(γ) =

{π,∃σ, π ≥ πγσ} (Dubois et al., 2015). Mais toutes les n! distributions de possibilité
πγσ ne sont pas des éléments minimaux de R(γ). Par exemple, si γ = Π, l’élément
minimum deR(Π) est unique et c’est π.

Réciproquement, pour tout ensemble de distributions de possibilité T , γ(A) =
minπ∈T Π(A) est une capacité et T ⊆ R(γ). Si T contient des distributions de
possibilité non comparables, T est l’ensemble des éléments minimaux de R(γ). Par
ailleurs, γ(A) = maxπ∈T Π(A) est une mesure de possibilité dont la distribution est
πmax(s) = maxπ∈T π(s) (Dubois, Prade, 1990).
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R∗(γ) est un ensemble fini de distributions de possibilité dont aucune n’est plus
spécifique que les autres, c.-à-d., si π, ρ appartiennent à R∗(γ) il existe s1 6= s2 tels
que π(s1) > ρ(s2) et ρ(s1) < π(s2). Toute capacité peut donc être vue comme une
mesure de possibilité inférieure (Dubois et al., 2015) :

γ(A) = min
π∈R∗(γ)

Π(A).

Ce résultat est similaire à celui des capacités convexes qui sont vues comme des
probabilités inférieures (Walley, 1991). La complexité de γ est mesurée par le nombre
d’éléments dansR∗(γ).

De manière duale en passant par la conjuguée, les capacités peuvent aussi être
décrites comme des nécessités supérieures. A partir de γ on peut définir deux en-
sembles de mesures de possibilité : R(γ) et R(γc). Les possibilités qui dominent
γc sont les conjuguées des mesures de nécessité dominées par γ. L’ensemble {π :
N(A) ≤ γ(A),∀A ⊆ S} des distributions de possibilités dont les mesures de nécessité
associées sont dominées par γ est donc R∗(γc) puisque γ(A) ≤ Π si et seulement si
γc(A) ≥ N , soit

γ(A) = max
π∈R∗(γc)

N(A).

où R∗(γc) est l’ensemble des distributions de possibilités associées aux mesures
de nécessité maximales dominées par γ. Une des deux représentations (R∗(γ) ou
R∗(γc)) peut être plus simple que l’autre. Par exemple, si γ est une mesure de nécessité
induite par la distribution π, alorsR∗(γc) = {π} tandis queR∗(γ) contient plusieurs
distributions dont π. Comme Π(A) ≥ N(A) = Πc(A), il semble plus naturel d’ap-
procher N par en dessous et Π par au dessus. Plus généralement si γ est telle que
γ(A) ≥ γc(A),∀A ⊆ S, alorsR∗(γ) est plus naturel queR∗(γc).

4. Construction d’une décomposition minimale

Cette partie s’intéresse à la détermination de l’ensemble minimal de n mesures de
possibilité qu’il est suffisant d’avoir pour définir une q-capacité γ: γ = minni=1 Πi.
La transformée de Möbius qualitative joue un rôle important dans la recherche de cet
ensemble. Pour plus de détails voir (Dubois et al., 2015).

Nous avons besoin de considérer une fonction de sélection sel : Fγ → S qui
attribue à chaque ensemble focal A un élément s = sel(A) ∈ A. L’ensemble des
fonctions de sélection sur Fγ est noté Σ(Fγ). Pour une q-capacité donnée γ et une
fonction de sélection sel de Σ(Fγ) on définit la distribution de possibilité πγsel en
supposant max ∅ = 0 :

πγsel(s) = max
E:sel(E)=s

γ#(E),∀s ∈ S.

Quelques remarques :
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– Si γ = Π, alors il existe une seule fonction de sélection car les ensembles focaux
sont des singletons et dans ce cas πΠ

sel = π.
– Pour toute fonction de sélection sel associée à γ, Πγ

sel(A) ≥ γ(A),∀A ⊆ S.
– Toutes les distributions πγsel ne sont pas de la forme πγσ avec σ une permutation.

Un contre-exemple : Soient S = {s1, s2, s3}, γ#({s1, s3}) = 1, γ#({s2, s3}) = λ <
1. On considère sel({s1, s3}) = s3 et sel({s2, s3}) = s2, alors πγsel(s3) = 1 >
πγsel(s2) = λ > πγsel(s1) = 0.
En utilisant la permutation correspondante nous avons πγσ(s3) = 1 mais πγσ(s2) =
γ({s1, s2}) = 0.
Mais si on choisit la fonction de sélection sel′ telle que sel′({s1, s3}) =
sel′({s2, s3}) = s3, πγsel′ correspond à πγσ .

L’ensemble {πγsel : sel ∈ Σ(Fγ) permet de reconstruire γ (Dubois, 2011 ; Dubois
et al., 2015):

∀A ⊆ S, γ(A) = min
sel∈Σ(Fγ)

Πγ
sel(A).

L’ensemble des éléments minimaux de R(γ) est inclus dans {πγsel : sel ∈ Σ(Fγ))},
mais toutes les fonctions de sélection ne sont pas intéressantes car on peut avoir des
distributions redondantes.

EXEMPLE 7. — Considérons une q-capacité γ avec deux ensembles focaux ayant une
intersection commune I . Soit E l’ensemble focal tel que γ#(E) = 1 et F l’ensemble
focal tel que γ#(F ) < 1.
On peut définir une possibilité de la manière suivante: πγsel(s

∗) = 1 pour un certain
s∗ ∈ I ⊆ E et πγsel(s) = γ#(F ) pour un s ∈ F \ I .
Mais on peut définir une distribution plus spécifique dominant γ: πγsel(s

∗) = 1 pour
s∗ ∈ I et 0 sinon. �

La définition suivante vient donc naturellement.

DÉFINITION 8. — Une fonction de sélection sel est dite utile pour une q-capacité γ
si c’est un élément minimal de {πγsel : sel ∈ Σ(Fγ)}.

L’algorithme MSUP permet de calculer des fonctions de sélection sel et les distribu-
tions de possibilité associées πγsel. Si Σ∗(Fγ) est l’ensemble des fonctions de sélection
générées par l’application répétée de l’algorithme MSUP, et MSUP (γ) l’ensemble
des distributions de possibilités correspondantes, on a (Dubois et al., 2015) :

MSUP (γ) = R∗(γ).

Bien que toute fonction de sélection πsel ne soit pas associée à une permutation
σ telle que πsel = πσ , cette propriété est vraie pour les fonctions de sélection utiles.
Cela vient du fait que les éléments sont ordonnés dans l’ordre décroissant de γ#(Ej).
Si on définit σ à partir de la suite des éléments sj obtenue par une application de
l’algorithme qui donne sel, il est clair que πsel(sσ(i)) ≤ πsel(sσ(j)),∀i > j. Alors
πσ(i) = γ(Sσi ) = Πsel(S

σ
i ) = πsel(i). De plus, si deux distributions de possibilité

sont générées par l’algorithme, elles correspondent à des permutations différentes car
à chaque fois les éléments recevant un poids positif sont différents.
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Algorithme MSUP : Génération de possibilités supérieures spécifiques
maximales

Input : n ensembles focaux Ek k = 1, ..., n rangés dans l’ordre décroissant de
γ#(Ek) c.-à-d., γ#(E1) ≥ · · · ≥ γ#(En)

F ← {E1, · · · , En}
pour tout s ∈ S soit π(s) = 0
repeat

E ← le premier élément de F
Définissons sel(E) = s pour un s ∈ E
Soit π(s) = γ#(E)
On supprime E de F
T ← {G ∈ F tel que s ∈ G}
repeat

G← le premier élément de T
Définissons sel(G) = s
supprimons G de T
supprimons G de F .

until T = ∅;
until F = ∅;
Result : Une distribution de possibilité πγsel.

EXEMPLE 9. — Soit S = {s1, s2, s3, s4}. On prend L = [0, 1] mais on considère L
seulement comme un ensemble ordonné. Soit une q-capacité γ dont les focaux sont :
Fγ = {{s1, s2}, {s1, s3}, {s2, s3}, {s2, s4}} avec
γ#({s1, s2}) = 1 > γ#({s1, s3}) = .8 > γ#({s2, s3}) = .4 > γ#({s2, s4}) = .2.

Montrons toutes les applications possibles de l’algorithme MSUP qui commence
avec F = Fγ . Dans ce qui suit, si on a choisi s ∈ E ∈ F , T contient tous les focaux
de F autres que E tels que s ∈ E. Dans ce cas, on sélectionne l’élément s dans tous
les focaux de T , ce qui permet d’enlever ces focaux ainsi que E de F et de passer à
la sélection suivante. Dans la suite on donne le focal E de plus grand poids, l’élément
sélectionné, son degré de possibilité, l’ensemble des focaux à supprimer de F et le F
réultant après suppression.

1. E = {s1, s2}, sel({s1, s2}) = s1, π(s1) = γ#({s1, s2}) = 1, T =
{{s1, s3}}, et F = {{s2, s3}, {s2, s4}}.

a) E = {s2, s3}, sel({s2, s3}) = s2, π(s2) = γ#({s2, s3}) = .4, T =
{{s2, s4}}, et F = ∅.
La distribution trouvée est π1 définie par π1(s1) = 1, π1(s2) = .4, π1(s3) =
π1(s4) = 0 et la permutation associée est (1, 2, 3, 4).

b) E = {s2, s3}, sel({s2, s3}) = s3, π(s3) = γ#({s2, s3}) = .4, T = ∅ et
F = {{s2, s4}}.

(b1) E = {s2, s4}, sel({s2, s4}) = s2, π(s2) = γ#({s2, s4}) = .2,F = ∅.
La distribution trouvée est π2 définie par π2(s1) = 1, π2(s2) = .2, π2(s3) =
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.4, π2(s4) = 0. La permutation associée est (1, 3, 2, 4).
(b2) E = {s2, s4}, sel({s2, s4}) = s4, π(s4) = γ#({s2, s4}) = .2,F = ∅.

La distribution trouvée est π3 définie par π3(s1) = 1, π3(s2) = 0, π3(s3) =
.4, π3(s4) = .2. La permutation associée est (1, 3, 4, 2).

2. E = {s1, s2}, sel({s1, s2}) = s2, π(s2) = γ#({s1, s2}) = 1, T =
{{s2, s3}, {s2, s4}} et F = {{s1, s3}}.

a) E = {s1, s3}, sel({s1, s3}) = s1, π(s1) = γ#({s1, s3}) = .8, F = ∅.
La distribution trouvée est π4 définie par π4(s1) = .8, π4(s2) = 1, π4(s3) =
π4(s4) = 0. La permutation associée est (2, 1, 3, 4).

b) E = {s1, s3}, sel({s1, s3}) = s3, π(s3) = γ#({s1, s3}) = .8,F = ∅.
La distribution trouvée est π5 définie par π5(s1) = 0, π5(s2) = 1, π5(s3) =
.8, π5(s4) = 0. La permutation σ5 associée est (2, 3, 4, 1).

Pour tout ensemble A, on vérifie γ(A) = min5
i=1 Πi(A). �

5. Généralisation des axiomes de maxitivité et minitivité

D’après les décompositions que nous venons de présenter, la complexité d’une q-
capacité γ est mesurée par la cardinalité deR∗(γ) ou deR∗(γc). Cette cardinalité est
équivalente à des propriétés qui sont une généralisation des axiomes de maxitivité et
minitivité que nous allons présenter.

Nous commençons par l’axiome de n-adjonction.

AXIOME 10. — n-adjonction
∀Ai, i = 1, . . . , n+ 1, minn+1

i=1 γ(Ai) ≤ max1≤i<j≤n+1 γ(Ai ∩Aj).

Lorsque n = 1, la 1-adjonction s’écrit : min(γ(A), γ(B)) ≤ γ(A ∩ B). Comme
γ est monotone croissante, les capacités 1-adjonctives sont les mesures de nécessité.

La correspondance suivante a été démontrée (Dubois et al., 2015) :

PROPOSITION 11. — γ est une capacité n-adjonctive si et seulement si il existe n
mesures de nécessité telles que ∀A, γ(A) = maxnj=1Nj(A).

PREUVE 12. —⇐ Supposons que ∀A, γ(A) = maxnj=1Nj(A), on a alors
minn+1

i=1 γ(Ai) = minn+1
i=1 maxnj=1Nj(Ai) = minn+1

i=1 Nji(Ai) avec Nji(Ai) ≥
Nk(Ai),∀k 6= ji, k variant de 1 à n et i de 1 à n + 1. Au moins deux indices ji
pour i variant de 1 à n + 1 sont égaux car j ne prend que n valeurs distinctes. Sans
perdre de généralité supposons que j1 = 1 = j2 , c.-à-d.,

n+1
min
i=1

γ(Ai) = min(N1(A1), N1(A2),
n+1
min
i=3

Nji(Ai)).

On a donc γ(A1 ∩ A2) = maxni=1Ni(A1 ∩ A2) = maxni=1 min(Ni(A1), Ni(A2)).
De plus, N1(A1) ≥ Nk(A1) et N1(A2) ≥ Nk(A2) pour tout k de 2 à n, donc
min(N1(A1), N1(A2)) ≥ min(Nk(A1), Nk(A2)) pour k de 2 à n. Nous avons donc
γ(A1 ∩A2) = min(N1(A1), N1(A2)) = min(γ(A1), γ(A2)) ≥ minn+1

i=1 γ(Ai).
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⇒ supposons que de manière non triviale γ(A) = maxn+1
i=1 Ni(A). Alors on peut

trouver une famille de n + 1 ensembles distincts Ai tels que γ(Ai) = Ni(Ai), i =
1, . . . , n+ 1 et on peut les choisir de façon à avoir

n+1
min
i=1

γ(Ai) > max
1≤i<j≤n+1

γ(Ai ∩Aj).

En effet choisissons les n+1 ensembles distinctsAi avec γ(Ai) = Ni(Ai) et γ(A) =
0,∀A ⊂ Ai, i = 1, . . . , n + 1. Ce sont les plus petits éléments de la famille : {D :
γ(D) > 0} qui sont formés par l’union d’exactement n+1 filtres 1 (ce sont les noyaux
de la distribution de possibilité induisant Ni, i = 1, n+ 1). Il est alors évident que les
Ai ne sont pas inclus les uns dans les autres, donc on a ∀i < j,Ai ∩ Aj ⊂ Ai
et Ai ∩ Aj ⊂ Aj (inclusion stricte) alors γ(Ai ∩ Aj) = 0 par construction; donc,
max1≤i<j≤n+1 γ(Ai ∩Aj) = 0. �

Les mesures de nécessité peuvent être remplacées par les mesures de possibilité
et on peut affaiblir la maxitivité. Plus précisément on aura un axiome dual et une
propriété similaire :

AXIOME 13. — n-max-dominance
∀Ai, i = 1, . . . n+ 1, maxn+1

i=1 γ(Ai) ≥ min1≤i<j≤n+1 γ(Ai ∪Aj).

PROPOSITION 14. — γ est une q-capacité vérifiant la n- max-dominance si et seule-
ment si il existe n mesures de possibilité telles que γ(A) = minni=1 Πi(A).

Quelques remarques :
– Le concept de n-adjonction semble jouer dans le cadre qualitatif un rôle simi-

laire à celui de la n-super-modularité dans le cadre quantitatif.
– Une q-capacité n-adjonctive a exactement n chaı̂nes d’ensembles focaux em-

boités.
– Une q-capacité γ satisfait l’axiome de n-adjonction si et seulement si sa

conjuguée γc satisfait l’axiome de n-max-dominance.

Il est possible d’établir un lien entre la n-adjonction et la n maxitivité au sens de
Grabisch-Mesiar (Mesiar, 1997 ; Grabisch, 1997).

DÉFINITION 15. — γ est k-maxitive si et seulement si

– γ#(A) = 0 si |A| > k

– ∃A tel que γ#(A) 6= 0 avec |A| = k.

La k-maxitivité est une autre façon de réduire la complexité d’une capacité. Regar-
dons le lien existant entre toutes ces notions. Pour présenter les résultats nous avons
besoin de la notion de famille duale et de regarder le lien entre les ensembles focaux
d’une q-capacité et de sa conjuguée.

1. Pour une algèbre booléenne 2S , un filtre est une famille F d’ensembles tels que pour tout A,B ∈ F on
a A ∩B ∈ F et si A ∈ F , A ⊆ B alors B ∈ F .
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DÉFINITION 16. — Soit F = {E1, . . . Ek} un ensemble d’ensembles. La famille
duale de F , D(F), est définie par D(F) = min⊆{{s1, . . . , sk}, si ∈ Ei, i =
1, . . . , k}, où min⊆ choisit les plus petits sous-ensembles pour l’inclusion.

Cette notion de dualité est connue en théorie des graphes. En voyant F comme un
hypergraphe, D(F) est l’hypergraphe transversal de F (Berge, 1987). Un élément de
D(F) est appelé “hitting set” par Reiter (Reiter, 1987).

DÉFINITION 17. — Une capacité booléenne est une capacité à valeurs dans {0, 1}.

PROPOSITION 18. — Pour une capacité booléenne β, l’ensemble des ensembles fo-
caux de βc est Fβc = D(F(β)).

PREUVE 19. — Nous avons Fγc = min⊆{A, γc(A) = 1}. Or γc(A) = 1 ssi A
contient un ensemble de la forme {s1, . . . sk}, si ∈ Ei, i = 1 . . . , k. En effet, γc(A) =
1 ⇐⇒ γ(Ac) = 0 ⇐⇒ ∀E ∈ Fγ , E 6⊆ Ac donc γc(A) = 1 ⇐⇒ ∀E ∈
Fγ , E ∩A 6= ∅. On peut donc écrire γc(A) = 1 ⇐⇒ ∀E ∈ Fγ ,∃sE ∈ E ∩A ⇐⇒
∃F = {sE : E ∈ Fγ}, F ⊆ A, où pour chaque ensemble focal E de γ, sE est choisi
dans E. �

EXEMPLE 20. — Une mesure de nécessité booléenne possède un unique ensemble
focalE. Les ensembles focaux de sa conjuguée Π(A) = 1−N(Ac) sont les singletons
{s} tels que s ∈ E. �

EXEMPLE 21. — Soit F(β) = {E1, E2} avec E1 = {s0, s1, s3}, E2 = {s0, s2, s4},
alors les ensembles focaux de la conjuguée sont les plus petits éléments de la famille

{{s0}} ∪ {{s0, si}, i = 1, . . . , 4} ∪ {{s1, s2}, {s1, s4}, {s3, s2}, {s3, s4}},

c’est à dire Fβc = {{s0}, {s1, s2}, {s1, s4}, {s3, s2}, {s3, s4}}. �

On peut vérifier que D(D(F(β))) = F(β).

EXEMPLE 22. — On reprend l’exemple précédent mais en considérant βc. Fβc =
{{s} : s ∈ E1 ∩ E2} ∪ {{s′, s′′} : s′ ∈ E1 \ E2, s

′′ ∈ E2 \ E1}. Reconstruisons les
ensembles focaux de β. Pour construire les ensembles focaux duaux, chaque ensemble
focal doit contenir E1 ∩ E2(= {s0}). Supposons alors que nous choisissons s1 ∈
E1 \ E2 = {s1, s2}. Ce choix élimine les ensembles focaux {s1, s}, s ∈ E2 \ E1

c’est à dire, {s1, s4}. Cela nous empêche de choisir l’élément suivant dans E2 \ E1.
Donc les prochains éléments appartiennent à E1, ici s3. En fait les ensembles focaux
{s, s2}, s 6= s1 peuvent être privés de s2 car il y a l’ensemble focal {s1, s2} qui
interdit s2. Donc ce procédé reconstruit l’ensemble focal E1. On peut construire E2

de manière similaire. Un autre choix engendrerait des ensembles contenant E1 ou E2.
�

Les résultats ci-dessus montrent un lien entre la k-adjonction et la k-maxitivité
dans le cas booléen. Plus précisément une capacité booléenne est k-adjonctive si et
seulement si sa conjuguée est k-maxitive.

EXEMPLE 23. — Soient S = {s1, s2, s3} et N1, N2 deux mesures de nécessités
associées aux distributions π1 et π2 avec π1(s1) = 1, π1(s2) = 1, π1(s3) = 0
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et π2(s1) = 0, π2(s2) = 1, π2(s3) = 1. Les ensembles focaux sont {s1, s2} et
{s3, s2}. Soit β la capacité 2-adjonctive définie par β(A) = max(N1(A), N2(A)).
Alors Fβc = {{s2}, {s1, s3}} et βc est 2-maxitive. �

Dans le cas général, pour trouver les ensembles focaux de γc on peut utiliser les
coupes de γ. γλ, la coupe λ de γ, est une capacité booléenne définie par γλ(A) = 1 si
et seulement si γ(A) ≥ λ. On a γcλi(A) = 1 si et seulement si ∀E ∈ Fγλ`−i+1 ), E ∩
A 6= ∅. Donc E est un ensemble focal de γcλi si et seulement si c’est un élément mi-
nimal de {E = {sF : γ#(F ) > λ`−i}} = {E = {sF : F ∈ Fγλ`−i+1 )}}. On a donc
Fγ

c
λi ) = D(Fγλ`−i+1 )) et γc#(E) = max

λ:E∈Fγ
c
λ
) λ.

EXEMPLE 24. — On considère γ une q-capacité dont les focaux sont γ#({s1}) =
0.3, γ#({s1, s2}) = 0.7 et γ#({s2, s3}) = 1. Calculons les ensembles focaux de sa
conjuguée.

– γc#(E) = λ3 = 1, si et seulement si E ∈ D(Fγ). Donc γc#({s1, s2}) =
γc#({s1, s3}) = 1.

– γc#(E) = λ2 = 0.7, si et seulement si E ∈ D(Fγ0.7)) (` = 3 donc 0.7 =
λ`−2+1) et il ne doit pas contenir s1. Donc γc#({s2}) = 0.7.

– γc#(E) = λ1 = 0.3, si et seulement si E ∈ D(Fγ1)) (ensemble focaux de γ de
poids 1) et ne doit pas toucher {s1, s2}. Donc γc#({s3}) = 0.3.

γc peut être facilement calculé à partir des ensembles focaux trouvés γc({s1}) =
0, γc({s2}) = 0.7, γc({s3}) = 0.3, γc({s1, s3}) = 1, γ({s1, s2}) = 1,
γc({s2, s3}) = 0.7. �

Pour conclure cette partie on peut remarquer que si une capacité a des ensembles
focaux de cardinalité k sa conjuguée sera k-maxitive.

La figure qui ci-après résume tous les passages entre γ et sa conjuguée γc.

Figure 1. Passages entre représentations

6. Un point de vue logique modale

Dans cette section nous allons montrer que les résultats précédents suggèrent une
nouvelle sémantique pour des logiques modales générales.

Considérons un langage propositionnel L ayant des variables V = {a, b, c, ...} et
des connecteurs ∧,∨,¬,→. La tautologie et la contradiction seront notées respecti-
vement > et ⊥. En d’autres termes les formules p de L sont générées de la manière
suivante :

– si a ∈ V alors a ∈ L,
– si p, q ∈ L alors ¬p ∈ L, p ∧ q ∈ L
– p ∨ q = ¬(¬p ∧ ¬q)
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Soit S l’ensemble des interprétations de ce langage. Etant données une proposition
p ∈ L, une mesure de nécessité N sur S dont la distribution de possibilité est π, �p
représente N(A) ≥ λ > 0, avec A = [p] ⊆ S l’ensemble des modèles de p. �p
correspond à la mesure de nécessité booléenne dont la distribution de possibilité est la
fonction caractéristique de E = {s|π(s) > ν(λ)}.

Considérons un langage propositionnel de niveau supérieur L� défini par
– ∀p ∈ L,�p ∈ L�,

– si φ, ψ ∈ L�, alors ¬φ ∈ L�, et φ ∧ ψ ∈ L�.

Les variables de L� sont alors {�p : p ∈ L}. ♦p est une notation simplifiée de
¬�¬p. Alors ♦p modélise Π(A) ≥ ν(λ) où Π est la conjuguée de N . Cela définit
un fragment très élémentaire de la logique modale KD connue sous le nom de MEL
(Banerjee, Dubois, 2009 ; 2014). En effet les axiomes suivants sont vérifiés

– (K) : ` �(p→ q)→ (�p→ �q).
– (N) : ` �p si p est une tautologie (` p).
– (D) : ` �p→ ♦p.

Ces axiomes impliquent la forme booléenne de l’axiome de minitivité, soit l’axiome
(C) : �(p ∧ q) ≡ (�p ∧�q).

Un modèle pour une formule φ ∈ L� est un ensemble non vide E ⊆ S. L’en-
semble E est compris comme l’état épistémique d’un agent. La satisfaction des for-
mules de MEL est alors définie de la façon suivante pour φ, ψ ∈ L�:

– E |= �p, si et seulement si E ⊆ [p];
– E |= ¬φ, si et seulement si E 6|= φ;
– E |= φ ∧ ψ, si et seulement si E |= φ et E |= ψ;
– alors, E |= ♦p si et seulement si E ∩ [p] 6= ∅.

Pour tout ensemble Γ∪{φ} de L�-formules, φ est une conséquence sémantique de Γ,
notée Γ |= φ, lorsque pour chaque état épistémique E,E |= Γ implique E |= φ. Si N
est une mesure de nécessité booléenne induite par E, on lui associe une interprétation
classique de L�, de la forme

∧
p∈L:N([p])=1 �p ∧

∧
p∈L:N([p])=0 ¬�p. La preuve de

complètude de MEL se base donc sur le fait qu’on peut voir cette logique comme une
logique propositionnelle dont les interprétations sont induites par un état épistémique
(via une mesure nécessité booléenne) si et seulement si elles satisfont les axiomes
(propositionnels) K, N, et D.

En utilisant le même langage |= �p peut aussi représenter γ([p]) ≥ λ > 0 pour
toute capacité qualitative γ. �p correspond alors à la capacité booléenne définie par
γλ(A) = 1 si γ([p]) ≥ λ > 0 et 0 sinon. On peut alors vérifier les axiomes suivants
(Dubois, 2012) :

– (RE) : ` �p ≡ �q lorsque ` p ≡ q.
– (RM) : ` �p→ �q, lorsque ` p→ q.

– (N) : ` �p si ` p; (P ) : ` ♦p, si ` p.
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C’est une logique modale non régulière. Plus précisément c’est un fragment de la
logique modale monotone EMN (Chellas, 1980), où les modalités ne s’appliquent
qu’aux propositions. Sa sémantique habituelle est basée sur les voisinages (familles
de sous-ensembles de mondes possibles ayant certaines propriétés). Cette logique ne
satisfait pas les axiomes K, C et D. Cette logique modale est le point de vue logique
naturel des capacités qualitatives. En effet, toute interprétation classique de L� satis-
faisant les axiomes précédents est définie par une capacité booléenne β. De plus, elle
est de la forme

∧
p∈L:β([p])=1 �p ∧

∧
p∈L:β([p])=0 ¬�p.

Nous pouvons alors traduire la propriété de n-adjonction dans le cadre de la lo-
gique modale (lire (Dubois, 2012) pour le cas n = 2). Soit n le plus petit entier pour
lequel γ(A) = maxni=1Ni(A). En notant �ip pour Ni([p]) ≥ λ > 0, il est clair
que γ([p]) ≥ λ > 0 représente �p ≡

∨n
i=1 �ip, où les �i sont des KD modalités.

Par dualité, ♦p veut dire ¬�¬p, et on a alors ♦p ≡
∧n
i=1 ♦ip. On peut écrire alors

l’axiome de n-adjonction dans le cadre logique:

(n-C) : ` (

n+1∧
i=1

�pi)→
n+1∨
i 6=j=1

�(pi ∧ pj)

Cela implique que si les pi, i = 1 . . . , n + 1 sont mutuellement inconsistants alors
` ¬

∧n+1
i=1 �pi. Cette propriété montre qu’on ne peut pas avoir γ([pi]) ≥ λ > 0 pour

tout i = 1 . . . , n+ 1.

La sémantique de la logique EMNP+n-C peut s’exprimer de deux façons :
– Sous la forme de n états épistémiques (sous-ensembles de S) : (E1, . . . , En) |=

�p si ∃i ∈ [1, n], Ei |= �ip. Par construction, E1, . . . , En sont les ensembles focaux
de la capacité booléenne définie par γλ(A) = 1 si γ([p]) ≥ λ > 0 et 0 sinon.

– En termes de voisinage : ce sont les sous-ensembles non videsN de 2S tels que
N |= �p si et seulement si [p] ∈ N et N |= ♦ si et seulement si [¬p] 6∈ N .

Pour une KD modalité, il est clair que N = {A,N(A) ≥ λ} = {A|A ⊇ E} pour
un ensemble non vide E ⊆ S (N est un filtre propre). Pour une modalité EMNP
N = {A, γ(A) ≥ λ > 0} 6= 2S est fermé pour l’inclusion et non vide. Pour une
modalité EMNP+n-C,N = {A, γ(A) ≥ λ > 0} est l’union de n filtres propres de la
forme {A,Ni(A) ≥ λ} = {A|A ⊇ Ei}.

Dans le cas extrême où les ensembles (E1, . . . , En) sont des singletons, la moda-
lité �p vérifie la distributivité par rapport à la disjonction : ` �(p∨q) ≡ �p∨�q (mais
non par rapport à la conjonction), ainsi que l’opposé de l’axiome D : ` ♦p → �p.
En d’autres termes, les modalités de nécessité et de possibilité sont échangées. Nous
sommes ramenés à la logique MEL en échangeant les modalités de base � et ♦. En
fait, cet échange des modalités est une simple instance d’une question plus générale,
considérée dans la section précédente, celle de calculer les éléments focaux d’une ca-
pacité à partir de ceux de sa conjuguée. Cela revient au niveau sémantique à la trans-
formation d’une logique basée sur les états épistémiques de k agents dans la situation
duale d’une logique multi-source associée à un ensemble d’agents dont la connais-
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sance a une imprécision limitée (c.-à-d., où chaque état épistémique met en jeu au
plus k mondes possibles).

7. Information contenue dans une capacité qualitative

En théorie des fonctions de croyance, il y a plusieurs façons de comparer deux
fonctions de croyance Beli(A) =

∑
E,E⊆Ami(E), du point de vue de leur contenu

informatif. On retiendra ici, par simplicité deux définitions :
– Bel2 est moins informative que Bel1 si Bel1 ≥ Bel2, c.-à-d., l’ensemble de

probabilités dominant Bel1 est contenu dans celui relatif à Bel2.
– m1 est plus spécialisé que m2 s’il y a une masse jointe x(A,B), dont les mar-

ginales sont égales à m1 et m2, et telle que x(A,B) = 0 chaque fois que les focaux
ne sont pas inclus : A * B.

Il est connu que la seconde propriété est plus forte que la première (Dubois, Prade,
1986). La propriété γ(A) = maxE⊆A γ#(E) peut faire penser que des relations ana-
logues vont pouvoir être décrites dans le cas qualitatif. Et de fait on prouve un résultat
similaire et techniquement plus fort entre deux q-capacités γ et δ (Prade, Rico, 2011) :

PROPOSITION 25. — Les deux propositions suivantes sont équivalentes

– ∀A ⊆ S, γ(A) ≥ δ(A);

– ∀F ∈ Fδ , ∃E ∈ Fγ : E ⊆ F, et γ#(E) ≥ δ#(F ).

La seconde condition est le pendant qualitatif de la relation de spécialisation. Cela
veut dire formellement que pour tout focal F de δ il y a un focal plus petit et de poids
au moins aussi fort pour γ, ce qui explique la domination de γ sur δ. Ici on a même une
équivalence. Mais ce résultat est trompeur. Ni les valeurs des transformées de Möbius
qualitatives γ# et δ#, ni la taille des ensembles focaux A,B ne nous renseignent sur
le contenu informatif d’une q-capacité. Car, dans la proposition 25, on compare toute
paire de q-capacités. Notons que cela autoriserait à comparer une fonction de croyance
et sa plausibilité duale Pl : par définition, Bel ≤ Pl, ce qui n’apporte rien, car elles
ont par définition le même contenu informatif. Par exemple, dans le cas qualitatif, les
focaux de la mesure de possibilité vide Π? sont tous les singletons, et le focal de la
mesure de nécessité videN? est l’ensemble S. Mais ils représentent la même informa-
tion (la distribution de possibilité la moins spécifique) ; cependant, Π? est optimiste,
N? est pessimiste.

Dans ce contexte, les questions qui se posent sont : quelles sont les q-capacités
qui représentent l’idée de certitude comme les fonctions de croyance ? quelles sont les
q-capacités pessimistes et les optimistes ? Quand peut-on dire qu’une q-capacité est
plus informative qu’une autre ? Comment séparer le caractère pessimiste du caractère
informatif d’une q-capacité ?
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7.1. Pessimisme, optimisme

Ces considérations nous amènent aux définitions suivantes (Dubois et al., 2001) :

DÉFINITION 26. — Une q-capacité γ telle que γ ≤ γc (resp. si γ ≥ γc) est pessimiste
(resp. optimiste).

Ceci est en parfait accord avec le cadre numérique des fonctions de croyance et
des probabilités imprécises.

On voit que:
– une q-capacité peut n’être ni pessimiste ni optimiste. Il peut exister A,B tels

que γ(A) < γc(A) (pessimiste pour A), et γ(B) > γc(B) (optimiste pour B).
– une q-capacité peut être les deux, lorsque γ = γc. Par exemple, une q-capacité

booléenne (L = {0, 1}) sur un ensemble à 2n+ 1 éléments, γn(A) = 1 si |A| > n et
0 sinon.

Pour vérifier qu’une q-capacité est pessimiste, on peut montrer facilement qu’il
suffit de vérifier la propriété γ(A) ≤ γc(A) sur les focaux.

On a aussi quelques conditions nécessaires ou suffisantes :
– une q-capacité telle que pour tout ensemble A, min(γ(A), γ(Ac)) = 0 est pes-

simiste.
– γ est pessimiste si et seulement si pour toute paire disjointe de focaux E and F

on a γ#(E) ≤ ν(γ#(F )).
– Si γ est optimiste etA est focal pour γ avec γ(A) 6= 1 alorsAc contient un focal

de γ.

La condition γ#(F ) > ν(γ#(E)) indique que les focaux d’une capacité pessimiste
ne sont pas disjoints quand les poids γ#(F ), γ#(E) sont tous les deux élevés. En
particulier, tous les focaux E d’une γ pessimiste intersectent les focaux de poids 1. Si
chaque paire de focaux d’une q-capacité est non disjointe, la q-capacité est pessimiste.
Pour les capacités booléennes, la propriété est caractéristique: l’intersection de deux
focaux n’est jamais vide.

EXEMPLE 27. — Soit une q-capacité avec 4 focaux, E,F,G1, G2 tels que F ⊆ E,
Gi ∩ E 6= ∅ pour i = 1, 2, et F,G1, G2 sont disjoints (Fig. 27). Supposons γ#(E) =
1, γ#(F ) = α > ν(α), et γ#(Gi) = βi < ν(α). Alors on peut voir que γ est
pessimiste, car γc(E) = 1, γc(F ) = ν(max(β1, β2)) > α, γc(Gi) = ν(α) > βi.

Figure 2. Focaux d’une q-capacité pessimiste

�
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7.2. Informativité relative

On peut construire des versions pessimistes et optimistes de toute q-capacité γ
(respectivement appelées fonctions d’assurance et d’opportunité dans (Yager, 2012)):

DÉFINITION 28. — La version pessimiste de γ est γ∗(A) = min(γ(A), γc(A)) et sa
version optimiste est γ∗(A) = max(γ(A), γc(A)).

On voit que γ∗ et γ∗ sont des q-capacités (monotones croissantes pour l’inclusion),
et, par construction, γ∗ est la ν-conjuguée de γ∗ (c.-à-d., γ∗ = γc∗). Elles ont donc la
même informativité.

On peut maintenant introduire une relation ≈ entre q-capacités exprimant l’idée
de contenir la même quantité d’information avec la même précision:

DÉFINITION 29. — γ et δ contiennent la même quantité d’information, que l’on note
γ ≈ δ, si et seulement si γ∗ = δ∗ et γ∗ = δ∗.

C’est une relation d’équivalence sur l’ensemble des q-capacités. On a bien sûr
γ∗ = δ∗ si et seulement si γ∗ = δ∗; donc une égalité suffit. γ∗ = δ∗ veut dire que sur
tous les sous-ensemblesA de S, les paires de valeurs {γ(A), γ(Ac)} et {δ(A), δ(Ac)}
sont égales. Donc pour tout événementA on doit choisir une attitude face à l’incertain:
pessimiste si on affecte la plus petite valeur, optimiste sinon (pourvu qu’on respecte
la monotonie). La classe d’équivalence C≈(γ) de γ est bornée supérieurement par γ∗

et inférieurement par γ∗.

Si δ ∈ C≈(γ) est une q-capacité pessimiste, alors, bien sûr min(δ, δc) = δ = γ∗
et γ∗ est l’unique q-capacité pessimiste dans C≈(γ). De même, γ∗ est l’unique q-
capacité optimiste dans C≈(γ). En conséquence, pour comparer les q-capacités en
termes d’informativité, il faut le faire au travers de leurs classes d’équivalence C≈(γ),
ce qui justifie la définition suivante:

DÉFINITION 30. — Une q-capacité γ est dite au moins aussi informative qu’une q-
capacité δ si et seulement si γ∗ ≥ δ∗.

Une autre relation permet de comparer deux q-capacités quant à leur pessimisme
relatif face à l’incertitude:

DÉFINITION 31. — Une q-capacité γ est dite moins pessimiste qu’une q-capacité δ
au sens large si et seulement si {A : γ(A) = γ∗(A)} ⊆ {A : δ(A) = δ∗(A)}.

Ces définitions dissocient complètement les deux aspects de l’information conte-
nue dans une q-capacité: l’attitude face à l’incertain et la quantité d’information, au
sens de la spécificité possibiliste.

Notons que la Proposition 25, même appliquée à des q-capacités dites strictement
pessimistes dont les focaux s’intersectent deux à deux (dans ce cas, min(γ(A), γ(Ac))
= 0), doit être prise avec précaution. La notion de plus informatif peut prendre ici un
sens paraconsistant en accord avec l’ordre d’informativité au sens de (Belnap, 1977):
si on reçoit trop d’information, celle-ci risque d’être contradictoire. Ainsi, une pro-
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position déclarée à la fois vraie et fausse peut être considérée comme plus informée
qu’une proposition déclarée simplement vraie ou fausse.

Par exemple, considérons des capacités booléennes, β1 et β2 telles que F(β1) =
{E1} et F(β2) = {E1, E2} avec E1 ∩ E2 6= ∅; on observe qu’elles sont pessimistes,
que β1(A) < β2(A) si E2 ⊆ A,E1 6⊆ A, et β1(A) = β2(A) sinon. Cependant,
on peut trouver l’information fournie par β2 moins claire que celle fournie par β1

puisque la première correspond à deux agents partiellement en désaccord, affirmant
respectivement x ∈ E1 et x ∈ E2 (sans qu’on puisse conclure x ∈ E1 ∩ E2). Cette
remarque suggère qu’en plus du caractère optimiste ou pessimiste d’une q-capacité, et
sa spécificité, il faudrait aussi mesurer son niveau de paraconsistance.

EXEMPLE 32. — Ignorance totale. On considère la q-capacité N? définie par
N?(S) = 1 et N?(A) = 0 sinon. Sa conjuguée est Π?. N? est pessimiste et elle est
moins informative que toute q-capacité car [N?(A),Π?(A)] = [0, 1] pour A 6= S, ∅.

�

EXEMPLE 33. — Information précise. Pour chaque élément si de S on définit la q-

capacité σi par σi(A) =

{
1 si si ∈ A
0 sinon . Elle représente l’information précise x =

si. Comme σi = σci on a σi∗ = σ∗i = σi. Quelques remarques concernant cette
famille de q-capacités :

– Si on considère deux q-capacités σi et σj avec si 6= sj alors aucune des deux
n’est plus informative que l’autre.

– σi et σj contiennent la même information si et seulement si si = sj .
– C≈(σi) = {σi}.
– Il n’existe pas de q-capacité pessimiste γ 6= σi telle que γ ≥ σi. On a

[σi∗(A), σ∗i (A)] qui est réduit à 0 ou 1. Donc [σi∗(A), σ∗i (A)] ne peut pas contenir
l’intervalle non trivial [γ∗(A), γ∗(A)]. Pour toute q-capacité γ, soit les informations
contenues dans γ et σi sont incomparables, soit γ est moins informative que σi.

�

EXEMPLE 34. — Les q-capacités auto-conjuguées. Les q-capacités auto-conjuguées
σ sont telles que ∀A ⊆ S, σ(A) = ν(σ(Ac)) = σc(A). Elles sont à la fois pes-
simistes et optimistes. Il n’existe pas de q-capacité plus informative car l’intervalle
[σ∗(A), σ∗(A)] est réduit à un point et ne peut donc contenir [γ∗(A), γ∗(A)] pour
toute autre capacité γ 6= σ. �

Une sous-classe importante de q-capacités auto-conjuguées est formée par les
capacités symétriques où γ(A) = α|A| dépend seulement de la cardinalité de A,
α|A| = ν(α|S\A|) ≥ α|S\A| si |A| ≥ |S|/2. Elles sont entièrement définies par une
suite strictement croissante de n = |S| coefficients αi tels que αi = ν(αn−i+1). Les
q-capacités précises sont une sous-classe des q-capacités auto-conjuguées.
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8. Conclusion

Nous avons étudié la représentation des capacités prenant des valeurs sur une
échelle finie totalement ordonnée par une famille de distributions de possibilité qua-
litatives. Il se trouve que toute capacité peut être vue soit comme une mesure de pos-
sibilité inférieure soit comme une mesure de nécessité supérieure par rapport à deux
familles distinctes de distributions de possibilité. Cette remarque a conduit à proposer
une généralisation des propriétés de maxitivité et de minitivité en théorie des possi-
bilités, offrant ainsi une classification des capacités qualitatives en termes de niveaux
croissants de complexité et de généralité, basée sur le nombre minimal de distribu-
tions de possibilité dont on a besoin pour les représenter. De plus, l’étude des relations
entre les ensembles focaux d’une capacité et ceux de sa conjuguée a mis en évidence
les liens entre capacités k-adjonctives et k-maxitives. On a également montré un lien
entre les capacités qualitatives et les logiques modales non régulières, qui généralisent
les logiques modales de type KD au même sens où les capacités généralisent les me-
sures de nécessité. Enfin nous avons présenté une approche pour comparer des capa-
cités en termes d’informativité et de pessimisme.

De nombreuses directions de recherche s’ouvrent à partir de ces résultats :
– Du côté de la logique, on peut reconsidérer l’étude des logiques modales non

régulières à la lumière d’une sémantique basée sur les capacités. Le fait que cela
conduise à des disjonctions d’opérateurs de nécessité de type KD rappelle le cadre
épistémique de (Belnap, 1977), et les logiques paraconsistantes. Le fait qu’un cas
extrême de logique EMN revienne à une logique modale similaire à celles de type
KD, où possibilité et nécessité sont échangées, reflète la symétrie qui existe entre les
valeurs épistémiques représentant l’information contradictoire et l’absence d’informa-
tion dans le bitreillis de Belnap.

– Il faut approfondir la question de l’information représentée par une q-capacité,
en liaison avec la gestion des connaissances contradictoires et celle de la fusion d’in-
formation symbolique. Par exemple, il est facile de définir des contreparties de la règle
de combinaison de Dempster pour les q-capacités (Prade, Rico, 2011), mais moins fa-
cile d’en interpréter les résultats.

On peut imaginer plusieurs types d’applications de ce cadre formel. Citons en
quelques-unes :

– Les résultats suggèrent qu’on peut fusionner des distributions de possibilité
sans détruire l’information qu’elles contiennent, sous la forme d’une q-capacité. Une
première tentative pour appliquer cette démarche se trouve dans (Assaghir et al.,
2011).

– Les connections mises en évidence avec la logique modale nous invitent à re-
considérer les méthodes de traitement de l’inconsistance basées sur la logique de Bel-
nap (Dubois, 2012), les logiques paraconsistantes (Ciucci, Dubois, 2016) et la logique
possibiliste (Benferhat et al., 1999) et à en chercher un cadre unificateur.

– Dans un tout autre registre, l’intégrale de Sugeno est une opération d’agrégation
qualitative utile en analyse multicritère notamment, et basée sur les q-capacités
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(Grabisch et al., 2000). Nos résultats indiquent qu’une intégrale de Sugeno est la borne
inférieure de maxima pondérés induits par les mesures de possibilité minimales qui
dominent la q-capacité. Si ce nombre est petit, la complexité de calcul de l’intégrale
de Sugeno est réduite, ce qui est déjà exploité avec la k-maxitivité. Nous offrons donc
un outil de simplification complémentaire.
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Dubois D., Prade H., Rico A. (2015). Representing qualitative capacities as families of possi-
bility measures. Int. J. Approx. Reasoning, vol. 58, p. 3-24.

Dubois D., Prade H., Roubens M., Sabbadin R., Marichal J.-L. (2001). The use of the dis-
crete Sugeno integral in decision-making: a survey. Int. J. of Uncertainty, Fuzziness and
Knowledge-Based Systems, vol. 9 (5), p. 539-561.

Grabisch M. (1997). On the representation of k-decomposable measures. In Proc. 7th int. fuzzy
systems assoc. world congress (IFSA’97), Prague, june 25-29, vol. 1, p. 478-483. Prague,
Academia.
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