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La donnée élémentaire
individu ¢ = collection de p variables {z; ...z, € R}

Le « tableau des données »

observations de n individus — matrice X € Mg(n,p)

& ligne a;-r € IRP — valeurs des p variables de I'individu ¢
¢ colonne x; € IR™ — valeurs de la variable j prises pour les n individus

Espace des individus (X selon ses lignes)

B Individu : vecteur a; de I'e.v. £ = IRP dim appelé espace des individus.
B Dans &, on étudie les distances entre individus.

Espace des variables (X selon ses colonnes)

B Variable = vecteur x; de I'e.v. £ = IR" appelé espace des variables.
B Dans £*, on étudie les angles entre variables.
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Caractéristique d’ordre 1 : tendance
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B Tendance centrale des variables

& Centre de gravité ou « point moyen »
— vecteur g € IRP des moyennes arithmétiques des variables :

g=(..., G=1" a5 .7

B Dispersion des variables

& vecteur des écarts-type :
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Normalisation des données
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B Centrage du tableau de données :

T1j — Gj
mnj_gj

=% ]-ngT
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Matrice de covariance/corrélation
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B Matrice de covariance :
1 n = _
V= 32k @k — i) (ks — G5)
1
= XEXe
n—1"°¢
a noter que
2
Vii = 03
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B Matrice de corrélation :

. 1 (zri—0s) (””k'*g')
R = mzzzl%a—i%i—j]

1
= —Xg X
n_ 101701

Corrélation : mesure de dépendance linéaire entre deux variables i et j

si R;j =1 alors x; = ax; + b
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Probleme :

B Soit un ensemble de n individus décrits par p variables :
— tableau de données centré X € M(IR, n,p)

B On cherche un sous-espace Fi, de &, en général de dimension k < p, dans
lequel on va représenter/approcher « au mieux » le nuage de points au
sens d'un certain critére.
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Formulation du probléeme P, : On cherche k vecteurs de base
{uy,uy,...,ur} C € engendrant Fy i.e., on cherche

U=(u|uz]...|ur) € M(R,p, k)
et un nouveau tableau de données représentant n individus et k variables

Y=(y1ly2]-|yr) € M(R,n,k)
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Théoreme : Le sous-espace Fi, de dimension k, solution du probléme Py,
est engendré par les k vecteurs propres de la matrice de covariance
V= XEXC associés aux k plus grands vecteurs propres.

Soient {\j, u; } les couples valeurs/vecteurs propres de X X¢ avec |ju; =1
et Ay > A > -+ A, > 0. Par définition,

tels que
Xo =YUT (1)
avec, comme critére, que les n®'®s variables Vi = (Y15, Y25, - - - ,ynj)T soient :
B 2 3 2 non corrélées,
B de variance maximale.
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AL
XEXou; = Ajuj & XIXcU = U
Ap
Propriété : U= (u; |ug | ... | ux) € M(R,p,k) alors UTU = I;
On déduit donc de (1) le nouveau tableau de données Y :
[Xo =YUT & XU = V.|
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B On appelle composantes principales les (valeurs des) nouvelles variables
correspondant aux colonnes de

Y= XcU
b
=1ly2l-lyr) = € M(R,n, k).
b,

B Les composantes principales pour I'individu ¢ sont obtenues par
projections orthogonales de a; sur uj, ug, ..., ug, respectivement :

yij = (u; | a;) .
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